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RUSIšKO LEIDIMO REDAKTORIAUS ŽODIS 


Tarybiniai skaitytojai jau yra iš dalies susipažinę su vokiečių 
populiarintojo V. Licmano knyga „Kur klaida?“ (Wo steckt 
der Fehler?), nes 1932 m. buvo išleistas taip pat pavadintas ver- 
timas!. Toji nedidelė knygelė jau tapo bibliografine retenybe, ir 
seniai reikėjo naujo jos leidimo. Kol jo nebuvo, tą spragą iš da- 
lies užpildė nedidelė J. Dubnovo knygelė „Geometrijos įrodymų 
klaidos“2, kurios paskutinis, trečiasis, leidimas atspausdintas 
1961 m. Per tą laiką V. Licmanas išleido naują daug platesnį 
savo knygos leidimą (jo istoriją autorius plačiai pasakoja pratar- 
mėje). Pastarasis leidimas čia ir išverstas. 

Autorius surinko knygoje labai įvairią medžiagą: ne tik seno- 
vinių ir naujausių sofizmų, bet irįdomiausių, būdingiausių klai- 
dų, kurias daro mokiniai ir studentai, regėjimo apgaulių, psicho- 
loginių apsirikimų, įvertinant matmenis, ir t. t. Reikia pasakyti, 
kad autoriaus parinktieji pavyzdžiai yra labai skirtingi, įvairia- 
rūšiai (tai visiškai natūralu, turint omenyje knygos pobūdį); beje, 
greta tikrai puikių ir pamokomų pavyzdžių pasitaiko ir nelabai 
vykusių. Tačiau manome, kad knygą sutrumpinti, atsisakant 
mažiau vykusių pavyzdžių, nebūtų tikslinga: kiekvienas moky- 
tojas skirtingai įvertins to ar kito pavyzdžio naudą ir patrauklumą, 
be to, pateiktieji pavyzdžiai yra visiškai savarankiški, ir skaity- 
tojas galės praleisti mažiau jį sudominusias vietas. 

i V. Boltianskis 


1 B. JIutuman u O. T pup. Tae omuGka? Hy. 2. TTTH, 1932 — Rus. 
leid. red. past. 

ž A. ĮĮy6HoB. OunŐKH B reoMeTpHUeCKHX ĮOKa3ATeJIbCTBAX. TOCTEX- 
u32a7T, IlonynapHble IeKQAH NO MATeEMaTHKe, BBInyCK 11. — Rus.-leid. red. past. 
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PRATARMĖ 


1913 m. autorius kartu su danų mokytoju V. Triru išleido 
„Matematikos ir fizikos mokyklos“ serijoje brošiūrą, pavadintą 
„Kur klaida?“ Ją sudarė, viena, autoriaus surinkti matematiniai 
sofizmai ir, antra, autentiškos mokinių klaidos, daugiausia at- 
rinktos iš Triro rankraštinio rinkinio, iš kurio jis daugelį metų 
sėmėsi medžiagos pratyboms, mokydamas mokytojus. 

1916 m. V. Triras mirė. Antrąjį leidimą, išėjusį 1917 m., pa- 
rengė autorius. Palyginus su pirmuoju leidimu, jame buvo dau- 
giau sofizmų, o kai kurie mokinių kiaidų pavyzdžiai, nesusiję 
su vokiečių mokyklose dėstoma medžiaga, buvo pakeisti kitais. 
Tuo būdu, abiejų skyrių medžiagos tiek padaugėjo, kad bendra 
knyga pasidarė per didelė ,,„Fizikos ir matematikos mokyklos“ 
brošiūrų serijai. Ją išplėsti taip pat padėjo knygos skaitytojai ir 
autoriaus leidžiamo matematikos ir gamtos mokslų žurnalo 
„Linksmojo kampelio“ bendradarbiai. Teko knygą suskaidyti: 
„Sofizmai“ išėjo atskira brošiūra, o kitą brošiūrą „„Klaidingos 
išvados“ sudarė mokinių klaidos, klaidingi matmenų įvertinimai, 
regėjimo apgaulės ir autorių klaidos. 

Dabar abi tos brošiūros vėl sujungtos, ir prie jų dar pridėta 
trečioji dalis. Kai kurie sofizmai buvo susiję su nykstančių dyd- 
žių skaičiavimu. Kadangi šioje matematinės analizės srityje 
ypač dažnai daromos klaidingos išvados, kilo mintis pateikti 
daugiau atitinkamų pavyzdžių. Žinoma, autorius neketino išeiti 
iš aukštojoje mokykloje dėstomos medžiagos ribų arba, prie- 
šingai, apsiriboti tik tomis nykstančių dydžių analizės sąvo- 
komis, su kuriomis susipažįstama bendrojo tavinimo vidurinės 
mokyklos vyresnėse klasėse. 

Pateikdamas mokinių klaidas ir sofizmus, autorius nenurodo, 
kur gi slypi klaida. Būtent tuo šis rinkinys ir vertingas, kad skai- 
tytojas priverstas savarankiškai rasti klaidą. Autorius nelaiko 
pamokomu tokio atvejo, kai skaitytojas, nesugebėjęs iš karto, 
per keletą minučių, gauti teisingo atsakymo, nukreipia Žvilgsnį 
į tą knygos vietą, kurioje suras atsakymą be jokio vargo. Juk 
matematikoje, pastebėjęs klaidingą teiginį ir supratęs, kodėl 
jis klaidingas, jau tikrai sužinai, koks yra teisingas samprotavimų 
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kelias. Kol neįgyjame tokio tikrumo, mūsų žinios dar nėra be 
priekaištų. 

Skyriuje apie nykstančius dydžius autorius nusižengė šiam prin- 
cipui. Sofizmai čia suformuluoti kaip įspėjantys pavyzdžiai; 
parinkta pavyzdžių, kurie turėtų apsaugoti nuo klaidingų skubo- 
tų išvadų, nors ir labai jos pirštųsi. Matematikos specialistams 
tai, Žinoma, trivialūs dalykai. Jie gerai suvokia įvedamų sąvokų 
prasmę, žino, kokias operacijas galima atlikinėti su tomis sąvoko- 
mis, o kokių negalima. Tačiau dėstytojas negali tikėtis, kad to- 
kios pat yra ir moksleivių žinios, todėl jam nuolat reikalingi įspė- 
jantys pavyzdžiai, padedantys išvengti klaidingų išvadų. Šiam rei- 
kalui ir pasitarnaus trečioji knygos dalis. Autorius supranta, kad 
ją būtų galima gerokai išplėsti. Daug puikių įspėjančių pavyzdžių 
arba lieka visiškai nežinomi, arba kartais pavartojami vieno kito 
lektoriaus paskaitose. 

Trečiojoje dalyje, skirtingai nuo pirmosios ir antrosios, au- 
torius išvadose išdėsto pavyzdžių „moralę“; žinoma, daugeliui 
skaitytojų to visai nereikia, bet, autoriaus manymu, anaiptol ne 
visiems. Kaip tik tiems, kurie linkę paviršutiniškai nagrinėti ir 
daryti skubotas išvadas, nepakenks pernelyg didelis aiškumas. 

Sofizmai ir klaidos visada buvo publikuojami iįdomiosios 
matematikos leidiniuose; jų randame daugelyje knygų, žurnalų, 
o pastaruoju metu taip pat išgirstame radijo laidose. Dažnai 
jie laikomi pokštais, kartais jais norima apmulkinti kitus, o kai 
kam būna malonu atrasti kito padarytą klaidą. Be to, neabejo- 
tina klaidų ir sofizmų nagrinėjimo reikšmė matematinės mąsty- 
senos ugdymui, autoriaus nuomone, dar nėra pakankamai isi- 
sąmoninta. 

Ne vien mokytojui reikėtų gvildenti klaidas, kurias daro jo 
mokiniai; ir patys moksleiviai dažnai daugiau išmoktų, išsiaiš- 
kindami klaidos pavyzdį, negu spręsdami, kad ir teisingai, pagal 
gatavą schemą uždavinius ir pratimus. Šia proga prisimenu 
Getės žodžius „Jaunuolis, kuris suklysta, eidamas savu keliu, 
man kur kas mielesnis už tą, kuris neklysdamas žengia svetimų“. 

Taigi dėstymui ir auklėjimui labai naudingas netgi paprastas 
klaidų pavyzdžių rinkinys. Tačiau dar svarbiau, kad dėstytojas 
sugebėtų metodiškai jais naudotis. Tiesą sakant, reikėtų tikėtis, 
kad aritmetikos ir kitų matematikos šakų dėstymo metodikose 
išsamiai gvildenama ir klaidų problema. Deja, veltui ieškotumė- 
te — autorius žino tik vieną nedidelį veikalą apie aritmetikos 
klaidas. Paprastai mokytojas pataiso atsakinėjančio mokinio 
klaidas, pabraukia klaidas kontroliniuose darbuose ir liepia jas 
ištaisyti, dažniausiai nesigilindamas, kodėl būtent šitoks sprendi- 
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mas — teisingas, o toks — klaidingas. Autorius linkęs manyti, 
kad verta nuodugniai tyrinėti klaidų nagrinėjimo teoriją ir prak- 
tiką. 

Visa tai, kas čia buvo kalbėta, liečia ne tik mokyklą, bet ir ma- 
tematikos paskaitas, seminarus, knygas. Ypač stebėtina, kad 
visiškai trivialūs sofizmai pirmą kartą buvo nurodyti tiktai 
Bolcano knygoje ,„Begalybės paradoksai“, išleistoje 1851 m. 
Aukštuosiuose moksluose taip pat neužtenka nurodyti, kas yra 
teisinga: dar būtina žinoti, kas gi klaidinga, ypač kai lengva apsi- 
rikti. Nereikia pasitenkinti nustačius, kad štai tas teiginys — klai- 
dingas. Reikia išaiškinti, remiantis įspėjančiais pavyzdžiais, ko- 
dėl taip yra. 

Fizikas Vilhelmas Veberis kratėsi netgi minties, kad gali 
būti tolydinių funkcijų, kurios neturi išvestinės. Tačiau, vien tik 
susipažinęs, pavyzdžiui, su Vejerštraso funkcija, užrašyta taip, 
kaip Kleino knygoje ,„Elementarioji matematika aukštosios 
požiūriu“, jis būtų įsitikinęs, jog klydo. Tiktai skverbiantis pro 
tankų klaidų mišką, pavyko sukurti aiškų diferencialo sąvokos 
apibrėžimą. Čia negalima pamiršti R. Rotės nuopelnų. Begali- 
nių eilučių teorija buvo griežtai pagrįsta tik po to, kai E. Landau 
negailestingai iškėlė aikštėn klaidas, kurios buvo daromos, dės- 
tant tą teoriją ne tik vidurinėms, bet ir aukštosioms mokykloms 
skirtose knygose, netgi Getingeno mokytojų kvalifikacijos kėlimo 
kursų paskaitose. Sakoma, kad matematika nuo pat pirmųjų 
aritmetikos pamokų iki aukščiausio lygio mokslinių tyrinėjimų 
yra savotiškas proto „galąstuvas“. Autorius mano, kad tą pasta- 
bą galima pritaikyti ir pateiktų šiame rinkinyje klaidų bei so- 
fizmų gvildenimui — nesvarbu, ar tai bus daroma pokalbio arba 
žaidimo metu, ar įsigilinus į rimtas studijas. 


A. KLAIDOS IR KLAIDINGOS IšVADOS 


I. Klaidos, įvertinant dydžius 


Šiame skyriuje nurodysime nemažai klaidų, kurias padarome 
todėl, kad, stebėdami įvairius reiškinius, dažniausiai blogai įsi- 
vaizduojame juos apibūdinančių dydžių tikruosius santykius. 
Jeigu tik būsime labiau įgudę vertinti dydžius, tokių klaidų tik- 
rai nepasitaikys. 

1. Neretai mūsų įvertintos dydžių reikšmės stebėtinai ski- 
riasi nuo jų tikrųjų reikšmių, nustatytų, apytiksliai išmatavus ar 
apskaičiavus. Pradėsime nuo paprasčiausių pavyzdžių. 

Pirmiausia siūlome skaitytojams, nieko nematuojant, atsaky- 
ti raštu į žemiau pateiktus klausimus, po to greta užrašyti tikrą- 
sias dydžių reikšmes ir apskaičiuoti absoliutines arba santykines 
savo įvertinimo paklaidas. 
=“ a) Kokio aukščio jūsų stalas? 

b) Koks yra kėdės sėdynės plotas? 

c) Kokio aukščio šiuolaikiniai galvos apdangalai? 

d) Prisiminkite kokį nors apskritą bokštą, esantį netoli jūsų 
namų. Koks yra to bokšto išorinio apskritimo ilgio ir jo aukščio 
santykis? 

e) Gaublio skersmuo lygus 1 m. Įsivaizduokite, kad ant jo 
reljefiškai parodyti Žemės paviršiaus nelygumai. Kokio aukščio 
bus tame makete Monblano viršukalnė (jos aukštis 5600 m)? 

f) Keli žmonės išsitektų apskritoje aikštėje, kurios spindulys 
1 km? 

g) Kokių matmenų turėtų būti kvadratinė aikštė, kad joje 
tilptų visi Vokietijos gyventojai?! 

h) Ar įmanoma sutalpinti visus Žemės gyventojus Bodeno 
ežero? paviršiuje? 

i) Kelis berniukus galima sutalpinti viename kubiniame metre? 

k) Kiek žirnių telpa normalaus dydžio stiklinėje? 

1) Kiek sveria jūsų kambaryje esantis oras?? 


1 Autorius kalba apie Vokietijos Federatyvinę Respubliką, o gyvento- 
jų joje yra 60 mln. — Vert. past. 

2 Bodeno ežero plotas 538 km? — maždaug 3 kartus mažesnis už Kur- 
šių marių plotą. — Vert. past. 

? Vienas litras oro aAA 1,293 G. 


m) Kiek sveria kamštmedžio rutulys, kurio spindulys lygus 
1 m!? 

n) Kiek mėnulio pilnačių gali tilpti danguje? 

o) Pagaliau, tikrai stebėtinas dalykas: ant Vokietijos žemėla- 
pio, sudaryto masteliu 1 : 1 000 000, regis, tikrai turėtų tilpti 
60 žmonių iš 60 milijonų Vokietijos gyventojų. Tačiau tai abso- 
liučiai neįmanoma! 

_ 2. Pateiksiu keletą klausimų, iš kurių geriau įsivaizduosite 
Žemės rutulio skaitinių charakteristikų santykius. 

a) Kokio aukščio skliautą sudaro vandens paviršius 1 km, 
4 km ir 6 km pločio ežere virš plokštumos, jungiančios jo kran- 
tus? Kitaip tariant, kaip smarkiai dėl Žemės paviršiaus kreivumo 
vandens veidrodis nukrypsta nuo plokštumos? 

b) Kokio aukščio skliautą sudaro Kaspijos jūra? 

c) Berlyno gatvė Fridrichštrasė yra maždaug 3 km (tiksliau — 
3240 m) ilgio ir nutiesta tiksliai iš šiaurės į pietus. Namai, esantys 
priešinguose gatvės galuose, pastatyti, kaip ir visur, vertikaliai, 
t. y. jų kampų briaunos nukreiptos į Žemės centrą. Vadinasi, 
tų namų briaunos sudaro tam tikrą kampą. Kokio didumo? 

d) Kadangi minėtų namų, esančių priešinguose Fridrich- 
štrasės galuose, briaunos nėra lygiagrečios, tai atstumas tarp tų 
briaunų viršutinių galų didesnis, negu tarp apatinių. Kiek? 

e) Fridrichštrasė — horizontali gatvė. Kadangi Žemės rutu- 
lys suplotas (jo spinduliai skiriasi iki 1/300 savo ilgio), tai šiau- 
rinis gatvės galas yra arčiau Žemės centro už pietinį. Kiek arčiau? 

Norint atsakyti į šiuos klausimus, reikia atlikti šiek tiek sudė- 
tingesnius skaičiavimus, todėl aš pateiksiu atsakymus: a) 2 cm, 
31 cmir71 cm (atkreipkite dėmesį į tai, kaip sparčiai didėja skliau- 
to aukštis!); b) 28 km; c) 13/,; d) maždaug 1 cm; e) šiaurinis 
gatvės galas yra maždaug 10,6 m arčiau Žemės centro už pieti- 
nį. Vadinasi, reikia pakilti beveik į trečiąjį aukštą, kad atstumas 
iki Zemės centro šiauriniame gatvės gale būtų toks pat, kaip pie- 
tiniame. 

3. Įsivaizduokime, kad aplink Žemės pusiaują buvo nutarta 
ištempti virvę, bet paaiškėjo, kad paimtoji virvė per ilga 10 m. 
Vis dėlto virvės galai buvo sujungti ir ji apjuosė Žemę tam tikru 
atstumu nuo paviršiaus. Paprastumo dėlei tarkime, kad tarpas 
tarp virvės apskritimo ir pusiaujo apskritimo visur vienodas. 
Kokio jis didumo? Ar galėtų, pavyzdžiui, musė pralįsti tarp 
virvės ir Žemės paviršiaus? 


1! Kamštmedžio specifinis svoris 0,24 G/cm3, 


Atsakymas teigia, kad ne tik musė įstengtų praropoti, bet ir 
nelabai aukštas berniukas praeitų nepasilenkęs. Įsivaizduoti šį ku- 
riozą ne taip jau lengva! Vienas matematikas tvirtino visiškai nega- 
lis to įsivaizduoti. Daugelis matematikų nenorėjo tikėti, kad užda- 
vinys išspręstas teisingai, nes atsakymas atrodė neįtikėtinas. 

Norint „ištaisyti“ susidariusią padėtį, galima šiek tiek pakeisti 
uždavinio sąlygą. Vietoj istorijos su virvute išspręskime šį analo- 
gišką uždavinį: kiek pėsčio žmogaus galvos „nueitas“ kelias il- 
gesnis už kojų nueitą kelią? Iš karto ,,pajuntame“, kad skirtumas 
turi būti nedidelis. 

Tiems, kurių neįtikino nė šis uždavinys, pateiksiu dar vieną 
pavyzdį. Pridėkime ne 10 m viename apskritimo taške, o po 2,5 m 
keturiuose taškuose (1 pav.). Įdėję tas 
atkarpas taškuose I ir II, mes praskėsi- || 
me apskritimo lankus po 1,25 m aukštyn 
ir žemyn, o taškuose III ir IV — taip 
pat praskėsime po 1,25 m į kairę ir į de- li 
šinę. Nauja kreivė, kuri, žinoma, nebus l 


tikslus apskritimas, visur bus nutolusi 
nuo senojo apskritimo 1,25 m. O dabar | 
apskritimą pakeiskime kvadratu; iš kar- 
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to įsitikinsime, kad, pridėję 10 m, t. y. 
po 2,5 m kiekvienoje viršūnėje, gauna- I pav. 
me naują kvadratą, kurio kraštinės nu- 


tolusios nuo senojo kvadrato kraštinių 2? m=1,25 m. 


Beje, kiekvienas žino, kad apykaklė, bent vienu numeriu per 
didelė, gerokai atstoja nuo kaklo. Mūsų nagrinėjamam uždavi- 
niui visiškai neturi reikšmės pradinio apskritimo didumas: ar 
tai būtų pusiaujas, ar nuotakos žiedelis — atsakymą gausime 
vienodą. 

4. Aritmetine progresija vadiname tokią skaičių seką, ku- 
rios bet kurių gretimų narių skirtumas yra vienodas. Aritmetinės 
progresijos n narių 


a, a+d, a4+2d, ..., a+(n- 1)d 
suma yra lygi 


== 
s=an+ US) d. 


Kad įsitikintume, jog mes nelabai tesugebame įvertinti, kaip 
sparčiai didėja ši suma, didėjant progresijos narių skaičiui, atli- 
kime, pavyzdžiui, šitokį bandymą. Pirmiausia atsakykime į Že- 
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miau pateiktą klausimą, vadovaudamiesi tiktai savo „,skai- 
čių pojūčiu“, o po to ką reikia apskaičiuokime. 

Pilietis A sukirto lažybų su piliečiu B: A teigia, kad jis nuei- 
siąs 6000 žingsnių atstumą ir sugrįšiąs atgal anksčiau, negu B 
surinksiąs į krepšį 200 obuolių, išdėliotų viena eile kas žingsnis. 
Be to, B turi nešioti į krepšį atskirai po vieną obuolį, o krepšys 
turi stovėti prie pirmojo obuolio. Abu lažybininkai eina vienodu 
greičiu. Kuris laimės? 

5. Dar sparčiau auga, didėjant narių skaičiui, geometrinės 
progresijos narių suma. Priminsiu dažnai pasakojamą legendą 
apie šachmatų žaidimo išradėją, kurią užrašė arabų istorikas 
Ja Kubis. Šachmatų išradėjas paprašė karaliaus šitokio apdova- 
nojimo: tiek kviečių grūdų, kiek susidarys, ant pirmojo šachmatų 
lentos langelio padėjus vieną grūdą, ant antrojo — du grūdus, 
ant trečiojo — keturis ir t. t., vadinasi, ant kiekvieno sekančio 
langelio du kartus daugiau grūdų, negu ant pirmesniojo. Skai- 
tytojas, apskaičiavęs šią grūdų sumą ir pamėginęs ją įsivaizduoti, 
nustebs ne mažiau, kaip ir anas karalius, kai jis įsitikino, ko 
vertas tariamas išradėjo kuklumas. 

6. Su kitokiais sunkumais susiduriame, kai tenka įvertinti dy- 
džius, perėjus nuo baigtinių geometrinių progresijų prie be- 
galinių. Pradžioje sudarykime (žinoma, mintimis) kokį nors 
kūną, kuris būtų baigtinio tūrio, bet nutisęs į begalybę. Nenusi- 
manančiam Žmogui iš pirmo žvilgsnio gali pasirodyti, kad tai 
prieštarauja mūsų erdvės suvokimui. 

Imkime kubą, kurio briaunos ilgis | m, ir padalykime jį pu- 
siau plokštuma, lygiagrečia pagrindui. Abi puses pridėkime vie- 
ną prie kitos. Po to padalykime pusiau dešiniąją kubo pusę ly- 
giagrečia pagrindui plokštuma ir nupiautą viršutinę dalį pridė- 
kime iš dešinės prie apatinės dalies. Ir vėl taip pat perskirkime 
pusiau dešinįjį gabalą ir pridėkime jį iš dešinės. Šią procedūrą 
kartokime be galo. Gausime kūną, panašų į laiptelius, kurių pa- 
kopos bus skirtingo aukščio — mažės iš kairės į dešinę, ir kiek- 
viena sekanti pakopa bus perpus mažesnė už pirmesnę. Pakopų 
aukštis vis mažės ir mažės, kek norint priartėdamas prie nulio, 
bet niekada nepasidarys lygus nuliui. Pats kūnas nutįs į dešinę 
iki begalybės. O koks gi jo tūris? Prisiminę, kaip jis sudarytas, 
neabejosime, kad jo tūris lygus pradinio kubo tūriui, t. y. 1 më. 

7. Sudarykime tam tikrą spiralę — vėl tik vaizduotėje. (No- 
rėdami ją pasidaryti iš tikrųjų, susidurtume su tokiais pat sunku- 
mais, kaip ir praeitame pavyzdyje.) Prie bet kokio pusapskriti- 
mio pridėkime, kaip parodyta 2 paveiksle, kitą perpus mažesnio 
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spindulio pusapskritimį. Prie pastarojo vėl pridėkime naują pus- 
apskritimį, kurio spindulys lygus pusei pirmesniojo spindulio, 
ir t.t. Visi tie pusapskritimiai sudarys spiralę. Prisiminę ankstes- 
nį pavyzdį, jau nenustebsime, 

kad spiralė, artėdama prie cent- 

ro, sudarys be galo daug vijų. O 

kokio ilgio bus ta spiralė iš ne- 

aprėžtos daugybės vijų? Naivuo- A 

lis atsakys, kad jos ilgis taip C 
pat neaprėžtai didelis. Tačiau 
tai — netiesa. Sakykime, kad 
pirmojo pusapskritimio spindu - 
lys yra r; tada jo ilgis lygus 


2nr, antrojo pusapskritimo ilgis — A 


a 


K4 


5 zr trečiojo— i mr irt. t. 
Visos spiralės ilgis 
1 l 
RF (1 tott 


+g +- )=2nr, 


vadinasi, yra baigtinis ir lygus 
ilgiui to apskritimo, kurio pusė A C 
sudaro pirmąją spiralės viją. 


2 pav. 3 pav. 


8. Padėkime ant stalo dvi vienodo didumo skrybėles, kad 
jos liestų viena kitą. Vienos skrybėlės nejudinkime, o antrąją 
sukime, kad riedėtų neslysdama nejudančios skrybėlės kraštu, 
kol sugrįš į pradinę padėtį. Kadangi skrybėlių kraštų apskritimai 
vienodo ilgio, lengvai galime atsakyti į klausimą, kiek kartų ju- 
danti skrybėlė apsisuks apie savo centrą. 

Atlikime panašų bandymą su dviem trikampiais. Pradinė jų 
padėtis parodyta 3 paveiksle, a. Apie nejudančio trikampio vir- 
šūnes A, Bir C sukime antrąjį trikampį. Iš pradžių, pasukus apie 
viršūnę A, judantysis trikampis atsidurs padėtyje b, paskui, pasu- 
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kus apie viršūnę B, atsidurs padėtyje c ir pagaliau, pasukus apie 
viršūnę C, sugrįš į pradinę padėtį a. Pastebėsime, kad, taip judė- 
damas, trikampis du kartus apsisuks aplink. Iš tiesų, apie viršū- 
nę A trikampis pasisuka kampu 4d—2x, apie viršūnę B — kam- 
pu 4d —2ß, o apie viršūnę C — kampu 4d —2y (čia «, B, y — duo- 
tųjų trikampių kampai). Vadinasi, iš viso trikampis pasisuka 
kampu 


4d — 2a + 4d — 2B + 4d — 2y = 12d — 2 (a + B + y) = 8d, 
nes 
«<+B+y=2d. 


Jeigu skaitytojui šis rezultatas vis dar atrodo neįtikėtinas, 
siūlome, analogiškai samprotaujant, apsukti vieną apie kitą du 
kvadratus. Tada pasidarys aišku, kodėl ir judanti skrybėlė pil- 
nai apsisuko du kartus. O dabar, pridėję ranką prie širdies, pasa- 
kykite: ar nesitikėjote, kad ji apsisuks tik vieną kartą? 


li. Regėjimo klaidos 


1. Regėjimo klaidos dažniausiai vadinamos „„optinėmis-geo0- 
metrinėmis““ klaidomis!. Jas daugiau tyrinėja fiziologija ir psicho- 
logija, negu matematika. Šioje knygelėje dėl vietos stokos patei- 
kiami tik kai kurie būdingiausi tokių klaidų pavyzdžiai ir visiš- 
kai nemėginama jas kaip nors paaiškinti. 

Pirmiausia nurodysime keletą klaidų, kurias darome, įvertin- 
dami atkarpų ir kreivių dalių ilgius. Kokią svarbią reikšmę, verti- 
nant atkarpos ilgį, turi jos ribos, rodo Miulerioir Lijero efek- 
tas, pirmą kartą aprašytas 1887 m. 4 paveiksle nubrėžtos dvi 
vienodo ilgio atkarpos; 5 paveiksle — taip pat vienodo ilgio 
atkarpos, tik kitaip išdėstytos; 6 paveiksle matome šiek tiek 
pakeistą 4 paveikslą. 7 paveiksle parodyta, kad iš dviejų vienodo 
ilgio apskritimo lankų tas lankas, kurio galus jungia styga, atro- 
do trumpesnis. Regis, dar labiau skiriasi ilgiu, o ypač kreivumu 
du lygūs, bet skirtingai užbrūkšniuoti lankai (8 pav.). 9 paveiksle 
parodyta, kokią daro įtaką, vertinant iš akies atkarpų ilgius, skir- 
tingos jas supančios figūros: atkarpos AB ir BC iš tikrųjų yra 
visiškai vienodos. Iš dviejų lygių atkarpų (10 pav.) užbrūkšniuo- 
toji atrodo ilgesnė. Labai svarbu ir tai, kaip išsidėsčiusios lygina- 


1 Lietuviškoje literatūroje taip pat vadinamos „regėjimo apgaulėmis“. — 
Vert. past. 
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8 pav. 


B 
9 pav. 


aa Danai aa Aa S 


10 pav. 
13 


mos figūros. Tuo akivaizdžiai įsitikinsime, pažiūrėję į dvi vieno- 
do ilgio atkarpas 11 paveiksle: vertikalioji atkarpa atrodo kur 
kas ilgesnė už horizontaliąją. Kaip pakeičia regimąjį įspūdį ly- 
ginamų daiktų tarpusavio padėtis, galite patyrinėti šitokiu bandy- 
mu. 


11 pav. 12 pav. 


Iškirpkite tris vienodo ilgio stačiakampes plokšteles; dvi iš 
jų padarykite vienodo pločio, o trečiąją — perpus siauresnę. 
Dabar jas išdėstykite, kaip parodyta 12 paveiksle. 

Štai dar viena panaši regėjimo apgaulė: jeigu sudėliosime 
vieną ant kito daug lygių pusapskritimių!, tai, vertindami gautos 
figūros matmenis, būtinai apsiriksime. Šį faktą siūlome patikrin- 
ti patiems skaitytojams. 

2. Dabar nurodysime kai kurias klaidas, įvertinant figūrų 
matmenis. Nustatant iš akies figūrų formą ir matmenis, kaip 
ir stebint atkarpas, regimajam įspūdžiui turi įtakos tų figūrų 
ribų apiforminimas. Pridėjus prie 13 paveiksle atvaizduoto kvad- 
rato du pusskritulius, atrodo, kad tai — stačiakampis. 14 paveiks- 
las iliustruoja skirtingos „aplinkos“ įtaką regimajai figūros for- 
mai. Iš dviejų lygių stačiakampių, atvaizduotų 15 paveiksle, vir- 
šutinis atrodo ilgesnis, o apatinis — aukštesnis tik dėl skirtingai 
orientuotų atkarpų. 16 paveiksle, a, apskritimas įbrėžtas į kvadra- 
tą, o jo viduje nubrėžtas dar vienas koncentriškas apskritimas. 
16 paveiksle, b, toks pat apskritimas apibrėžtas apie kvadratą ir 
dar nubrėžtas didesnis koncentriškas apskritimas. Vertinant 
iš akies, atrodo, kad pirmieji apskritimai yra skirtingo didumo. 
Jeigu ta pati figūra bus skirtingai užbrūkšniuota, tai, vertindami 
jos matmenis, kaip ir vertindami atkarpas, suklysime. Ypač ryš- 
kiai tą matysime, viename iš dviejų lygių kvadratų nubrėžę hori- 

1 Pusapskritimių (esančių vienoje plokštumoje) centrai turi būti vienoje 
tiesėje, o skersmenys — statmeni tai tiesei. 
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zontalius, o kitame — vertikalius brūkšnius. Turi įtakos ir pačių 
figūrų orientacija, ką gerai matome 17 paveiksle: kvadratas, 
pastatytas ant kampo, atrodo didesnis už kitus du kvadratus. 
18 paveiksle parodytos dvi lygios figūros, iškirptos iš apskrito 
žiedo; šį gerai žinomą regėjimo apgaulės pavyzdį nurodė dar 
12“ ir Lijeras (tiesa, jie taip išdėstė dvi lygiašones trape- 
cijas). 


OE | 


17 pav. 18 pav. 

Labai dažnai suklystama, žiūrint į kontrastiškas figūras:. 
Jeigu tą patį skritulį (19 pav.) apsupsime vieną kartą smulkiais, 
o kitą kartą — stambiais skrituliais, tai jo matmenys abiem at- 
vejais atrodys skirtingi. Abipus skritulio išpiovos 20 paveiksle 
pridėtos vienu atveju mažesnės, o kitu — didesnės išpiovos 
Vertindami pirmosios išpiovos didumą, vėl susklysime. Netgi 
stebėdami atkarpas, galime aiškiai pamatyti kontrastiškumo 
įtaką. Paliekame tuo įsitikinti patiems skaitytojams. 


20 pav. 


1 Su šia ryškių kontrastų įtaka susiduriame labai dažnai: daiktas atro- 
do tuo šviesesnis, šaltesnis, raudonesnis, kuo tamsesnė, karštesnė, žalesnė jo 
aplinka. Nežymūs kontrastai mažai turi įtakos regėjimo įspūdžiui. 
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3. Dabar pakalbėsime apie tai, kaip galima klaidingai nusta- 
tyti kryptį. Pradėsime nuo plačiai žinomo Ciolnero pavyzdžio 
(21 pav.). Atkarpos, lygiagrečios kvadrato įstrižainei, užbrūkš- 
niuojamos skirtingų krypčių brūkšneliais, todėl atrodo, kad jos 


21 pav. 


yra skirtingų krypčių. Dar akivaizdesnė brūkšnelių įtaka lygia- 
grečioms tiesėms, atvaizduotoms 22 paveiksle. Tokį pat įspūdį 
gauname, pakeitę brūkšnelius abipus tiesių nubraižytais kvadra- 


—= 
——2 


tėliais (23 pav.). 24 paveiksle pačių įstrižainių nėra, palikta tik 
jų brūkšniuotė, ir vis tiek matome tą patį efektą. Panašiai ,,iškryps- 
ta“ ir lygiagrečios tiesės 25 paveiksle: Geringo žvaigždinės 
figūros (25 pav., a) fone jos atrodo išlinkusios į išorę, o vadina- 
mosios pseudoskopinės spindulinės figūros (25 pav., b) 
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25 pav. 


fone — įlinkusios į vidų. Tą patį efektą matome, pažvelgę į dv! 
26 paveikslo tieses. Skritulys pseudoskopinės spindulinės figūros 
fone (27 pav.) atrodo aiškiai deformuotas. 28 paveiksle lankui 
tariamai deformuoti užtenka dviejų stygų: juk atrodo, kad tai — 
ne apskritimo, o elipsės lankas. 


UZ 


W 


Ai Ñ 


26 pav. 27 pav. 


Nubrėžę skritulio viduje daugybę tam tikru būdu parinktų 
stygų, galime sudaryti įspūdį, kad apskritimas išlinksta. Patariame 
skaitytojams įsitikinti tuo savarankiškai. 

Baigdami šį skyrių, susipažinsime su Pogendorfo figūra (29 
pav.). Šiame paveiksle matome tiesę, kertančią du tašelius; atro- 
do, kad ji suskaidyta į lygiagrečias atkarpas, kurių kiekviena ne- 
sutampa šu kitos tęsiniu. Panašų efektą pastebėsime, uždengę 
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28 pav. 29 pav. 


dalį tiesės liniuote. O kokį vaizdą matysime, jeigu liniuotės 
kraštai nebus lygiagretūs? 

4. Daug klaidų padaroma, vaizduojant erdvinių objektų 
perspektyvines projekcijas. Pirmiausia reikia paminėti vieną 
labai įdomų reiškinį: kai kuriuos piešinius labai sunku suvokti 
kaip plokščių figūrų brėžinius, o ne erdvinių objektų atvaizdus. 
Stebėtina ir tai, kad tas pats brėžinys gali vaizduoti daiktą vi- 
siškai skirtingose padėtyse. Galimę įsivaizduoti, kad kubas, nu- 
braižytas 30 paveiksle, matomas arba iš dešinės ir viršaus, arba iš 
kairės ir apačios. Sulenktas lapas, atvaizduotas 31 paveiksle, ga- 
li mums atrodyti tai pasuktas briaua į mus, tai pasuktas briauna 


| | 


/ il 
30 pav. 3l pav. 


nuo mūsų. 32 paveikslą galime suvokti arba kaip padėtą ant 
kvadratinio pagrindo malūnėlį su stačiais ir gulsčiais trikampiais 
sparneliais, arba kaip ant to paties pagrindo padėtą malūnėlį 
su įstrižais keturkampiais sparneliais. Be to, nuo vienokio suvoki- 
mo lengvai pereiname prie kitokio. Žiūrėdami į Ciolnerio arba 
Šrederio laiptus (33 pav.), galime „matyti“ tokioje padėtyje, kad 
kairysis apatinis paviršius yra arčiau, o dešinysis viršutinis — to- 
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liau, bet galime tą patį paveikslą suvokti visiškai kitaip: atrodo, 
kad čia atvaizduotas atsikišęs sienos kampas. Visais kitais atve- 
jais labai svarbu, prie kurios stebimosios figūros dalies fiksuo- 
jame dėmesį. Jeigu 30 paveiksle akis fiksuoja kubo briauną, pa- 
žymėtą skaitmeniu I, tai „matome“ kubo vaizdą iš kairės ir apa- 
čios; o jeigu akis fiksuoja briauną H, — matome kubo vaizdą 
iš dešinės ir viršaus. Vadinasi, tą liniją, kurią fiksuoja mūsų akis, 
suvokiame esant priekyje. Patikrinkite tai, stebėdami kitas figū- 
ras ir 34 paveikslą (beje, pastarąjį suvokti truputi sunkiau). 


34 pav. 


35 paveikslas rodo, kaip įvairiai galima suvokti tą pačią 
plokščią figūrą. Galima manyti, kad čia atvaizduotas ritinys, 
į kurį žiūrima arba iš viršaus, arba iš apačios. O galima manyti, 
kad čia atvaizduotas žiedas, kurio abi pusės yra skirtingo pločio; 
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be to, siaurąją žiedo pusę galima įsivaizduoti ir esant priekyje, 
ir, pasitelkus daugiau vaizduotės, — užpakalyje. 36 paveikslą, 
kaip ir 34, galime suvokti labai įvairiai, ypač jei žiūrėsime į jį 
iš įvairių pusių. 


35 pav. 36 pav. 


5, Nemanykite, kad nurodytosios optinės-geometrinės įklai- 
dos tėra reti matematinės arba psichologinės vaizduotės kap- 
rizai. Su panašiomis „„apgaulėmis“ nuolat susiduriame savo 
kasdienybėje, tik jos būna ne tokio „gryno pavidalo“. Štai, pa- 
vyzdžiui, Elsnerio nurodytas raštas, kurį vaikai išpina iš popie- 
riaus juostelių (37 pav.). Jame slypi regėjimo apgaulės. Siūlome 


37 pav. 


skaitytojams pakeisti šį paveikslą, kad figūros būtų paprasčiau- 
sio pavidalo. 

Peržiūrėję daugelį realių daiktų fotografijų pavyzdžių, įsiti- 
kinsime, kad visi minėtieji faktai gali būti plačiai pritaikomi. 
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Dėl vietos stokos autorius nepateikia tokių pavyzdžių, siūlo jų 
susirasti patiems skaitytojams. Nagrinėdami tuos pavyzdžius, 
juos suskaidę į dalis, pamatysite, kokių juose esama elementarių 
apgaulių. Tie skaitytojai, kurie iš tikrųjų susidomės apgaulėmis, 
žinoma, nepasitenkins, vien išsiaiškinę jų geometrinę kilmę, — 
jie stengsis išgvildenti tų apgaulių esmę. Ieškant atsakymo į to- 
kius klausimus, teks nuklysti į gretimas matematikos, fiziologijos 
ir psichologijos sritis. Deja, knygelės apimtis neleidžia autoriui 
plačiau to aprašyti. 

6. Taip dažnai pastebėdami optines-geometrines apgaules, 
suprantama, pradedame skeptiškai Žiūrėti į ilgių, kampų, plotų 
ir kt. vertinimus grynai „iš akies“. Patikrinti matavimais, pateik- 
ti įrodymą — tiesiog būtina! Stai, pavyzdžiui, 38 paveiksle at- 
vaizduotas aštuoniakampis, gautas, sujungus kvadrato viršūnes 
su priešais esančių kraštinių viduriais. Ar jis taisyklingas? Ar 
galime neabejodami atsakyti į šį klausimą, pasikliaudami vien 
regimuoju įspūdžiu? 


38 pav. 


7. „Tai neįmanoma!“ — tikriausiai pasakysite, perskaitę se- 
kančius uždavinius, ir tik ilgiau pasamprotavę, įsitikinsite, 
jog suklydote, 

a) Perpiaukite kubą taip, kad piūvis būtų taisyklingas šešia- 
kampis. 

b) Išpiaukite kube kiaurymę, pro kurią galėtų pralįsti toks 
pat kubas. 

c) Kartono lakšte išpiautos trys angos; kvadratas, kurio 
kraštinė lygi a, skritulys, kurio skersmuo lygus a, ir lygiašonis 
trikampis, kurio pagrindas ir aukštinė lygūs a. Koks kūnas ga- 
lėtų pralįsti pro visas tris angas, visiškai priglusdamas prie kiek- 
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vienos jų kraštų, kitaip tariant, kokio kūno horizontalinė fronta- 
linė ir profilinė projekcijos yra minėtos figūros? 

d) Paėmę šešias vienodo ilgio atkarpas (pavyzdžiui, degtukus), 
sudarykite iš jų keturis lygiašonius trikampius. 

8. Baigdami šį skyrių, pateiksime trumpą dialogą. Matematikas 
perka parduotuvėlėję kažkokį daiktą. „Jis kainuoja 90 markių“. — 
„Ką jūs, čia parašyta 60 markių“. — „Oi, atleiskite, aš neteisin- 
gai sudėliojau skaitmenis“. — ‚O ne, jūs klaidingai perskaitėte 
skaičius 60...“ 


il. Autorių klaidos 


Prieš imdamasis paskutinio, didžiausio šios knygos skyriaus 
apie moksleivių klaidas, aš nurodysių nemažai klaidų, kurias 
padarė knygų autoriai. Tegul bent ta mintimi pasiguodžia moks- 
leiviai, kad suklysta ir kiti žmonės, kad klystama dažniau, negu 
įprasta manyti. Tačiau kur kas svarbiau iš pastebėtų klaidų įpras- 
ti kritiškai vertinti skaitomą literatūrą. Tada kitų klaidos ne tik 
sukels pajuoką, dargi piktą džiaugsmą (kaip, deja, dažniausiai 
būna), bet ir turės didelės reikšmės mokymuisi. 

1. Pirmiausia suteiksime žodį filosofams. Štai, ,„Grynojo 
proto logikoje“ randame šitaip paaiškintą funkcinės priklauso- 
mybės užrašą y=f(x), kurį žino kiekvienas pradedantysis ma- 
tematikas, netgi vyresniųjų klasių mokinys. 

Funkcijos formulės prasmė štai šitokia. Y nelieka y, o virsta 
f(x). Tokiu būdu nuvertinamas skirtumo reikalavimas. Y nėra 
paprastas y, koks būdamas jis neabejotinai skirtųsi nuo x, taigi 
x įtaka y yra valdžios apraiška, paslaptinga pašalinė įtaka. Ne, 
y galima suvokti kaip f (x). Vadinasi, dėl to, kad reikalingos ma- 
tematinės operacijos, tenka išsižadėti skirtumo reikalavimo ir 
paklusti reikalavimui, kad y būtų vienarūšis su x. Šis paklusimas — 
labai tiksli priklausomybės išraiška, nes jis išplaukia iš tikro ir 
dar kartą tikro grynojo mąstymo suvereniteto, o grynasis mąs- 
tymas gali taip pat absoliučiai išryškėti y, kaip ir x. Šitaip y, bū- 
damas absoliučiai pavaldus x, ką ir išryškina f (x), išlaiko grynojo 
mąstymo suverenitetą, svetimą įtaką, prieštaraujančią x; tuo 
pačiu pakeičiamas visiškai suprantamas skirtumo reikalavimas. 
Nes ar gali būti skirtumas ir tai, kas iškyla funkcijoje f (x) at- 
žvilgiu x? Ar jūs po viso šito vis dar nežinote, ką reiškia užrašas 
y=f(x)? Deja, niekuo nebegaliu padėti! | 

2. Dabar suteiksime Žodį juristams ir netgi, kad nebūtume 
vienašališki, tarptautinei kazuistikai. Pavyzdžiui, Vakarų Vokie- 
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tijoje žinomo įstatymo $5 skamba šitaip: „Jeigu 1948 m. birželio 
20 d. pirmasis terminas mokėti algą arba darbo užmokestį bus 
vėlesnis kaip 1948 m. birželio 29 d., tai algą arba darbo užmokestį 
gaunantieji asmenys dar gauna priemoką vokiškomis markėmis! 
Priemoka turi sudaryti 70% tos užmokesčio dalies, apskaičiuotos 
reichsmarkėmisž (išskaičiavus pajamų mokestį, bažnyčios mo- 
kestį ir įmokas į socialinio draudimo fondą), kurią asmuo turėjo 
gauti už laikotarpį nuo 1948 m. birželio 30 d. iki sekančio nusta- 
tyto termino mokėti darbo užmokestį“. 

Čia kalbama netgi ne apie vidurinės ar aukštosios mokyklos 
matematiką su a, b, x ir y, o apie paprastus atsiskaitymus su pi- 
liečiais. Tačiau kuris iš jūsų suprato, kas norėta pasakyti tamc 
paragrafe? Ir iš tiesų, prireikė paskelbti laikraščiuose daugybę 
komentarų, o kadangi nė jie nieko suprantamai neišaiškino, teko 
gvildenti šį klausimą iš naujo. 

3. Literatai, romanų kūrėjai ir lyriški poetai dažniausiai 
„nesutaria“ su matematika, nors pasitaiko ir išimčių iš šios tai- 
syklės*. Viename romane, kuriame aprašoma negabių matematikai 
mokinių tragedija, autorius pasakoja, kad keturios kraujagyslės 
sudarė ant jaunuolio rankos „gretasienį“; be to, autorius tikina 
skaitytojus, kad vienas matematikas besimokydamas išprotėjo — 
po to, kai išmoko mintinai Vego logaritmų lentelę. 


Imermanas, 1937 m. apsilankęs Getės kambaryje, pamatė 
tenai ,,kartoninį trikampį, kurį pasigamino pats poetas ir kuriuo... 
Getė norėjo pademonstruoti dvasinių jėgų santykį. Visų jų pagrin- 
du, Getė laikė stiprius jausmus, todėl juos atvaizdavo trikampio 
pagrinde, kurį nudažė žalia spalva. Tamsiai raudonai nudažyta 
šoninė briauna vaizdavo fantaziją, geltonai nudažyta — sveiką 
nuovoką, dangiškai — protą“. 

Nesuprantama, kur surado autorius trikampyje šonines briau- 
nas? Kur jis sutalpino keturias spalvas? Man regis, jo aprašytasis 
trikampis buvo tetraedras! 


Poetai taip pat labai laisvai operuoja matematinėmis sąvo- 
komis. Viename romane apie Galileo Galilėjų rašoma, kad ant 
Archimedo antkapio paminklo atvaizduoti „piramidė, pusrutu- 
lis ir cilindras“. Tačiau Ciceronas „,Tuskulano disputų“ V kny- 
goje mini tiktai rutulį, įbrėžtą į cilindrą. 


1 VFR piniginis vienetas po 1948 m. — Rus, leid. vert. past. 

2 VFR piniginis vienetas iki 1948 m. — Rus. leid. vert. past. 

* Apie matematikos ryšį su poezija skaitykite V. Licmano knygoje 
„Tik kas linksma ir įdomų apie skaičius ir figūras“. Vilnius, „Mintis“, 1968. 
— Vert. past. 
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Jeigu ant antkapio būtų dar ir trečia figūra, tai ja galėtų būti 
tik rutulys, bet jokiu būdu ne piramidė. 

„Žinome iš geometrijos, kad, pasirinkę bet kokią figūrą, ga- 
lime rasti be galo daug į ją panašių figūrų, bet tik vieną jai kongru- 
enčią (t. y. lygią) figūrą“. Ši frazė paimta iš vieno rašytojo, mėgs- 
tančio vaizdžius išsireiškimus ir noriai cituojančio matematiką, 
raštų. Nesunku suvokti, ką iš tikrųjų turi galvoje autorius, Ši- 
taip rašydamas, bet jo teiginys, žinoma, klaidingas. 

4. Ypač dažnai daromos klaidos — prieštaraujama matema- 
tinės astronomijos pagrindams — aprašinėjant gamtą. Pateiksiu 
keletą pavyzdžių. 

„Vakare lėtai kilo virš horizonto sidabrinis mėnulio piautu- 
vas“. 

Aprašinėdamas saulėtekį, autorius pasakoja: „Kai vakaruo- 
se dar buvo matomas šis nuostabus gamtos reiškinys, rytuose 
pakilo mėnulis ir auksinėse žarose sumirgo žvaigždės“. 

„Mėnuo, gulsčias piautuvas, kabėjo beveik zenite, toksai 
šviesus, kad buvo galima įžiūrėti užtemdytąją jo dalį; tamsiai 
mėlyname horizonte pasirodė mirgančios žvaigždutės“. Tai — 
frazė 1š vieno plačiai pagarsėjusio poeto ir inžinieriaus romano. 

Vienoje šiuolaikinėje robinzonadoje autorius, vien lavinimosi 
tikslais įnikęs stebėti gamtą, atostogų metu ankstyvą vasaros 
vakarą mato Hamburge Orioną, Rigelį ir Beteigeizę. 

„Plaukiant iš Niujorko į Azorų salas, mus lydėjo puikus va- 
sariškas oras, o naktys buvo dar žavesnės už dienas. Ir dar mes 
stebėjome vieną nuostabų reiškinį: mėnulis kas vakaras iškil- 
davo lygiai tuo pačiu laiku ir toje pačioje dangaus vietoje. Iš 
pradžių šitoks originalus mėnulio elgesys mums atrodė myslingas, 
o vėliau supratome: kas valandą mes pasistūmėdavome 20 ilgu- 
mos laipsnių į rytus, taigi plaukėme būtent tokiu greičiu, kad 
galėjome neatsilikti nuo mėnulio“. 

„Pirmieji pražulnūs virš Vengrijos kylančios saulės spinduliai 
palytėjo Monblano viršūnę“. 

Viename iliustruotame savaitraštyje, išleistame 1949 m., ga- 
lima perskaityti: ,,pietų platumos 50-ajame laipsnyje saulė paky- 
la tariamojo saulėtekio metu taip pat, kaip ir mūsų platumose, 
ir skrieja virš žemės 300 m/s greičiu iš pietryčių arba šiaurės rytų, 
žiūrint koks metų laikas, priešpriešiais stebėtojui“. Toliau tame 
pačiame straipsnyje perskaitysime: „Pusiaujo gyventojai gali 
tuo pačiu metu stebėti visą šiaurinį ir pietinį žvaigždėtą dangų“. 

Nusimanantis žmogus, gal būt, ir suvoks, ką gi turi omenyje 
autorius, bet skaitytojus, kuriems skirtas tasai straipsnis, jis tik- 
rai supainios. 
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„Vis labiau Žioravo auksu vakarų dangus, vis žemiau leidosi 
saulė prie horizonto. Naktis įsiviešpatavo vienoje šio besisu- 
kančio rutulio pusėje, o tuo metu virš Atlanto platybių kylanti 
saulė pasveikino laivą, plaukiantį jaunosios Amerikos kryptimi“. 

Poetai šitokių apsirikimų paprastai nelaiko tragedijomis. 
Roza Makalėj kartą laiške įspėjo savo brolį: ,,27 puslapyje tu 
suklydai, rašydamas apie Mėnulį. Jaunas Mėnulis negali būti 
rytuose 10 valandą vakaro“. Ji gavo atsakymą: „Į literatūrinį 
Mėnulį neverta Žiūrėti rimtai“. 


5, Mažiausiai patikimas dalykas — kai poetas imasi moksli- 
nio kritiko vaidmens. Paskaitykime, pavyzdžiui, Strindbergo 
rašinius — juose rasime daugybę klaidų. „Sakykime, A yra Sau- 
lė, o B — Žemė, kurios šešėlis uždengia Mėnulį jo užtemimo me- 
tu (39 pav.). Tačiau kaip susidaro pusšešėlis ir iš kur atsiranda 


tiesės ad ir cb, man visiškai nesuprantama. Švytintis rutulys turi 
skleisti spindulius ištisiniais radiusais; taigi neturi būti jokio pus- 
šešėlio. Arba tie spinduliai yra tiesūs ir lygiagretūs, kaip spėja 
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fizika. Tada pusšešėlių taip pat nesusidaro. Viršutinis 39 paveiks- 
lo brėžinys nesuprantamas ir prieštarauja fizikos teiginiams; 
du apatiniai brėžiniai suprantami, bet jų nėra nė vienoje fizikos 
knygoje“. Beje, poetą pranoko vienas filosofas, teigęs, kad 
„netgi ištvermingiausios ir atspariausios gyvos būtybės turi su- 
šalti Šiaurės ašigalyje ir žūti nuo karščio Pietų ašigalyje“. 

Pastaroji „pranašystė“ primena šitokią ištrauką iš Vilhelmo 
Raabės knygos: „Kas gali tai padaryti“: ,,„Ten apačioje, Pietų 
ašigalyje, kur tokia kaitra, kad žmonės bevelija statytis sau namus 
vandenyje...“ 

Tačiau Raabė taip kalba nerimtai, šiuos žodžius įdėdamas į 
neišmanėlio jaunuolio lūpas. 


6. Dabar pereisime prie vadinamųjų specialistų klasės. 
Pradėsime nuo žurnalistų. Laikraščiai, deja, retai rašo apie ma- 
tematiką, o jeigu kartais jos ir imasi, tai dažnokai lieka tik atsi- 
dūsėti. Pateiksime keletą pavyzdžių, kuriuose netgi nėra skaičia- 
vimų, o tiktai minimos matematinės sąvokos ir ženklai. 

Vienas laikraštis informavo apie Visatos matmenis, apie 
mažiausiųjų dalelių skaičių ir t. t. Jame, pavyzdžiui, galima per- 
skaityti, kad visoje Visatoje esama 10,79 protono ir t.t. 
Milžiniški laipsniai jame pavirto smulkiomis dešimtainėmis 
dalimis. 

Labai populiaraus iliustruoto savaitraščio skiltyje „Laiškų 
dėžutė“ esu skaitęs tokį atsakymą: „Jūsų geografinio žemėlapio 
mastelis | : 25 000 reiškia, kad | cm ilgio atkarpa žemėlapyje 


atitinka vietovėje 25 000cm= į km nuotolį. Vadinasi, išmatavę 
liniuote žemėlapyje atstumą tarp bet kurių punktų, tikrąjį atstu- 
mą sužinosite, rezultatą padauginę iš 25 000 cm, arba 3 km““. 


Kai kartą viesulas pargriovė Naueno radijo stoties bokštą, 
vienas laikraštis šią katastrofą paaiškino tuo, kad bokšto sunkio 
centras suskilęs į dvi dalis. 

Vienas laikraštis šitaip pakomentavo dienos įvykius: „Tai 
tokia pat neišsprendžiama problema, kaip ir uždavinys padalyti 
apskritimą į tris dalis“. Straipsnyje: ,,„Žmonės, kontroliuojantys 
žvaigždes“, kurį išspausdino vienas iliustruotas savaitraštis, au- 
torius štai ką pasakoja apie Grinvičo observatorijos darbą: 
„Ištisas 12 valandų prasėdi mažame namelyje... kas naktį žmo- 
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gus, stebėdamas Šiaurės ašigalį. Kiekvieną naktį jis fotografuoja 
Šiaurės žvaigždes ir iš fotografijų sužino, kur turis būti Šiaurės 
ašigalis. Gautuosius rezultatus palyginęs su kompaso paro- 
dymais, jis nustato, kur iš tikrųjų yra polius“. 

Apie kitą mokslininką, dirbantį toje pačioje laboratorijoje, 
pranešama: „Jo specialybė — stebėti dvilypes žvaigždes, kurios 
nuolat esti arti viena kitos ir, kas ypač būdinga, turi bendrą sun- 
kio centrą, aplink kurį jos sukasi“. | 

Tais laikais, kai Ferma problema mirgėjo visuose laikraščiuo- 
se, viename žinomame mūsų dienraštyje buvo parašyta, kad lyg- 
tis 


x+y" =z” (n42) 


negalinti turėti sveikųjų sprendinių! Vienas skaitytojas išties ėmė- 
si šios problemos ir lengvai įrodė, kad, jau imant n=1, gaunama 
be galo daug sprendinių, ir pareikalavo žadėtojo atpildo. 

Žinomą uždavinį apie šachmatų lentą vienas iliustruotas 
laikraštis išdėstė šitaip: „„Įrašykime pirmajame langelyje 1, ant- 
rajame — 2, o toliau „kiekviename sekančiame langelyje — 
skaičių, lygų pirmesniame langelyje esančio skaičiaus kvadratui“. 
Šiuo būdu gausime skaičių seką 1, 2, 4, 16, 64, 256, ... Betgi tai 
bus, išskyrus pirmuosius du narius, seka 4, 43, 43, 4*, o ne seka 
2, 22=>4, 42=222=[2]3, [2]. Kokio didumo skaičius [2]94? 
Norėtųsi palinkėti, kad ir laikraščiuose mintys, ypač apie mate- 
matiką, būtų reiškiamos ne taip sauvališkai. 

Laimė, ne visi laikraščių teiginiai lieka nepaneigti. Neužilgo 
prieš saulės užtemimą vienas asmuo daugeliui laikraščių redak- 
cijų išliejo savo pasipiktinimą, kad jie visi rasi susimokę klaidin- 
ti Žmones. Bet jo tai jau niekas neapgaus. Jis pažiūrėjęs į kalendo- 
rių. Tą dieną, kai, kaip pranešama, įvyksiąs saulės užtemimas, 
turi būti jaunatis. O kadangi jaunaties metu Mėnulio nebūna, 
tai jis negali uždengti Saulės. 

7. Kur kas prastesni skaitlingų matematikos diletantų rei- 
kalai. Būtent tokie Žmonės, besiveržiantys į mokslą ir pasiauko- 
jamai jį pamilę, beprasmiškai nusialina, siekdami per daug sun- 
kių tikslų. Visomis išgalėmis jie stengiasi įveikti sunkias proble- 
mas, kurias dažniausiai netgi ne visiškai supranta, — būtent 
todėl, kad jos pernelyg paprastai formuluojamos. Prie entuzias- 
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tų, susižavėjusių kampo trisekcijos*, skritulio kvadratūros ir 
kubo dvigubinimo problemomis, paskutiniaisiais dešimtmečiais 
prisijungė Ferma problemos sprendėjai — fermatininkai. Siste- 
mingai nagrinėjant daromų klaidų grupes, būtų galima daug ko 
pasimokyti. Čia pateiksiu tik tris tokių „įrodymų“ pavyzdžius. 
Pirmąjį perdavė mano žinion vienas šios knygelės pirmojo lei- 
dimo skaitytojas, kuriam savo ruožtu jis buvo įteiktas eksper- 
tizei. Antrasis pavyzdys — apie Ferma teoremos įrodymą; jį 
man atsiuntė pats autorius. Trečiasis yra pirminių skaičių teori- 
joje iškilusios žinomos problemosž sprendimas; apie pastarąjį 
man taip pat buvo pranešta raštu. 


40 pav. 


Kampą (40 pav.), kurio viršūnė yra taškas O, reikia padalyti 
į tris lygias dalis. Vienoje kampo kraštinėje nuosekliai atideda- 
me nuo viršūnės O tris bet kokio ilgio lygias atkarpas 40 = AB= 
=BC. Iš viršūnės O brėžiame spindulio OB lanką, kuris kerta 
priešingą kampo kraštinę taške B,. Lanką BB, padalijame pusiau; 
sakykime, jo vidurys yra taškas M. Vėl brėžiame iš viršūnės O 
spindulio OC lanką, kuris kerta priešingą kampo kraštinę taške 
C,. Dabar ant lanko CC, atidedame lanką BM nuo taško C iki 


taško M“. Tada ZM'OC=4/.C,0C. 


O Ferma problemos sprendėjas rašo: ,,Kas išplaukia iš Ferma 
teoremos? Kad vaizdžiai suvoktume kokio nors skaičiaus trečią- 
jį laipsnį (kubą), turime įsivaizduoti tam tikrą kubą. Pagal Ferma 
teoremą (lygtis aš —b3=c* neturi sveikųjų sprendinių) iš kūno, 


1 Netrukus po anirojo pasaulinio karo vienos gana aukštos oficialios 
įstaigos pavedimu man buvo perduotas kampo trisekcijos problemos spren- 
dimas. Kaip paaiškėjo, tai buvo, kaip ir dauguma tokių atradimų, tiktai apy- 
tikstis sprendimas. Prie sprendimo buvo pridėtas maždaug 2 m ilgio brėži- 
nys. Minėtoji įstaiga, matyt, tarėsi susidūrusi kone su atomine bomba. 

2 Žr. A. Bulota. Susipažinkime su aibėmis. Vilnius, ,„Mintis“, 1973, 
$ 27. — Vert. past. 
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kuris lieka, išėmus iš didesnio kubo vidaus mažesnį kubą, nega- 
lima gauti naujo matematiškai tikslaus kubo. Kitaip sakant, jei- 
gu išlydysime du kubus, padarytus iš lydžios medžiagos (su sąly- 
ga, kad lydant nebus jokių medžiagos nuostolių), tai iš gautos 
išlydytos masės negalėsime padaryti tikslaus kubo. Norėdami 
gauti tikslų kubą, turėsime arba pridėti į masę dar kažkiek me- 
džiagos arba, priešingai, dalį medžiagos atskirti, nes iš bendros 
masės jokiu atveju negalima sudaryti matematiškai taisyklingo 
kubo“. 

„Jūsų brošiūroje ,„Milžinai ir nykštukai skaičių pasaulyje“! 
7-me skyriuje (apie didelius pirminius skaičius) rašoma, kad 
lig šiol neišspręsta problema apie skaičių, besiskiriančių 2, poras. 
Toji problema štai kokia: kaip sužinoti, ar tokios poros kažkur 
išsibaigia, t. y. ar egzistuoja paskutinė, didžiausia tokia pora, 
ar tokių porų yra be galo daug? Atsakyti į šį klausimą, man re- 
gis, labai lengva. Pradėkime nuo Euklido įrodymo, kad pirmi- 
nių skaičių yra be galo daug?. Tarkime, kad egzistuoja didžiau- 
sias pirminis skaičius p. Euklidas įrodė, kad skaičius m=] -2 x 
x3..p+1 yra tolimesnis pirminis skaičius, didesnis už p. 
Tokiu pat būdu galima įrodyti, kad skaičius 1=1+2 + 3...p-— L 
yra taip pat pirminis. Vadinasi, gavome du pirminius skaičius, 
besiskiriančius 2. Dabar tarkime, kad r ir 742 — didžiausi pir- 
miniai skaičiai, besiskiriantieji 2. Imdami p =r+2 ir sudarydami, 
kaip jau buvo nurodyta, skaičius x ir m, gausime dar vieną pir- 
minių skaičių porą; jie bus didesni už pradinius ir skirsis 2. 

8. Neretai randame klaidų tų mokslo sričių, kurioms mate- 
matika yra pagalbinis mokslas, vadovėliuose. Neretai jomis 
galima apkaltinti geografijos vadovėlių autorius: kartais labai 
blogai pateikiamos matematinės geografijos ir matematinės astro- 
nomijos žinios. ` 

a) ,,Kovo 21 d. Saulė būna kaip tik virš Zemės rutulio centro“. 

b) „Bet kuriame judančiame rutulyje du taškai turi būti ne- 
judantys; tie taškai vadinami Žemės rutulio ašigaliais“. 

c) „Tas Žemės rutulio skersmuo, kurio kryptis yra tiksliai 
iš šiaurės į pietus, vadinamas Žemės ašimi“. 

d) „Kiekvienas (Žemės) pusrutulis turi savo šiltąjį laikotar- 
pi; tai, būtent, laikotarpis, kai Saulė esti tame pusrutulyje“. 

e) „Jeigu per kiekvieną iš 360 pusiaujo laipsnių išvesime di- 
džiojo skritulio apskritimą, tai susidarys 180 meridianų. Vadina- 


1 B. JinT uman. BennkaKbi u KapuHKK B Mape uucen. M., OuaMaT- 
ru3, 1959. — Rus. leid. red. past. 

3 Jį galite rasti A. Bulotos knygelėje ,„Susipažinkime su aibėmis“. 
Vilnius, „Mintis“, 1973, 73 psl. — Vert. past. 
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si, iš viso yra 360 meridianų. Jų atstumai nuo pusiaujo lygūs 
111,3 km“. 

f) „Vietovėse, kurios yra skirtinguose meridianuose, pusiaudie- 
nis stoja skirtingu dienos laiku“, 

g) „Meènulis taip pat stengiasi pritraukti kūnus. Vanduo leng- 
viau pasiduoda Mėnulio traukai, negu kieta žemė; todėl jūrų 
vanduo suplūsta į tą pusę, kuri atgręžta į Mėnulį. Savotiškas 
reiškinys yra tai, kad ir priešingoje Žemės pusėje pastebimi pot- 
vyniai“. 

h) Tačiau tariamosios Saulės orbitos (ekliptikos) plokštuma 
ir Žemės orbitos plokštuma nesutampa — jos sudaro 23 3 


kampą“. 

9. Nurodysiu dar vieną panašų pavyzdį, sutinkamą beveik 
visuose vadovėliuose ir atlasuose, būtent: klaidingą Mėnulio 
orbitos vaizdavimą. Paprastai ji vaizduojama taip, kaip parodyta 
4] paveiksle (šį brėžinį paėmiau iš vieno veikalo prospekto). 


flënutio ort 


41 pav. 


Mėnulio orbita čia atvaizduota vingiuota kreive, atgręžta į Sau- 
lę tai išgaubta, tai įgaubta puse, o Žemės orbita — išgaubta vi- 
suose taškuose. Jeigų Mėnulio orbita tikrai būtų tokia vingiuota, 
tai vien matematiniais samprotavimais pricitume gana stebėti- 
nas išvadas. Iš tikrųjų Mėnulio orbita yra visuose taškuose iš- 
gaubta. Atrodo, nesuprantama, kaip tai gali būti: juk Mėnulis 
juda į vieną ir kitą pusę atžvilgiu abiejų Žemės orbitos pusių 
(vidinės ir išorinės, žiūrint iš Saulės pusės). Viską paaiškina tai, 
kad Mėnulio orbitos spindulys yra labai mažas, palyginus su 
Žemės orbitos spinduliu. 42 paveiksle matome Žemės orbitos 
(brūkšninė linija) ir Mėnulio orbitos (ištisinė linija) dvyliktąją 
dalį. 

10. Baigiamąjį žodį suteiksime matematikos vadovėlių auto- 
riams. Visos žemiau pateiktos ištraukos pažodžiui  nurašytos 
iš atitinkamų vadovėlių. Suprantama, čia ne visada lengvai ga- 
lima pastebėti klaidą ar įrodymo trūkumą. Aš stengiausi necituo- 
ti trivialų klaidų, kurių taip pat neretai randame vadovėliuose. 
Viename planimetrijos vadovėlyje, kurio antras leidimas išėjo 
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iš spaudos 1922 m., galime perskaityti: ,,Vi- 
si statieji trikampiai yra panašūs“. Sis teigi- 
i nys nėra tik apsirikimas, nes už dviejų pu- 
=~ slapių vienoje pastaboje pakartotinai nuro- 
doma, kad „visi statieji trikampiai pana- 

šūs“. 
Pilnatis || -— O viename amerikiečių mokykliniame 
vadovėlyje radau štai kokį teiginį: „nors 
lygtis x*4+y2=0 vaizduoja apskritą tašką, 
atvaizduoti keturkampį tašką neįmanoma“!. 
11. „Bezalinės dešimtainės neperiodinės 
trupmenos negalima paversti paprasta trup- 
mena. Iš tiesų, jeigu dešimtainė trupmena 
būtų gaunama iš paprasios trupmenos, tai ji 
būtų periodinė, nes liekanos galų gale pra- 
dėtų kartotis. Nagrinėdami tokią trupmeną 
kaip grynai periodinę, tiktai be galo ilgo 
periodo, ir ją pavertę paprastąja trupmena, 
skaitiklyje gautume be galo daug skaičių, o 
vardiklyje — tiek pat skaitmenų 9. Vietoj to 
ją galime užrašyti, kaip paprastai ir daro- 
ma, paprasta trupmena, kurios vardiklis yra 
vienetas su be galo čaug nulių. Tokia trup- 
mena vadinama iracionaliuoju skaičiu- 
mi. Iracionaliųjų skaičių pavyzdys gali 
Priešpilnis 1 — būti Lamberto apskaičiuotas skaičius T= 
=3,14159265 ... Į pastarąjį galime Žiūrėti 


) ; ių S 314 159 
LŽ pay arba kaip 1 trupmeną adis „arba 


kaip į trupmeną ELL a Ai „-. Su begaliniais skaitikliais ir 
vardikliais.“ 

12. „Laipsnio sąvoka... Laipsnis a” reiškia sandaugą n 
vienodų daugiklių, kurių kiekvienas lygus a... Imdami vietoj 
a" sandaugą 1 - a“, galime skaičiaus a 2-ąjį laipsnį nagrinėti kaip 
rezultatą, gaunamą skaičių 1 n kartų nuosekliai padauginus iš 
skaičiaus a. Iš to išplaukia, kad skaičiaus 2 pirmasis laipsnis tu- 
ri būti lygus a... Jeigu visiškai nedauginame 1 iš a, tai gauname 
skaičių 1, vadinasi, a* =1. Bet kurio pagrindo nulinis laipsnis 
lygus 1.“ 


Priešpilnis 


Delčia | — 


Rodyklės nukreiptos į Saulę 


1 Apie tai vienas skaitytojas man parašė: lygtyje |x|+|y|=* priartėję 
prie ribos, kai k—0, gausime kvadratinį tašką. Čia la] reiškia skaičiaus a ab- 
„oliutinį didumą. 
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13. Remdamiesi..., gauname ypatingą, visiškai analogišką, 
kaip brėžiant elipsę, būdą nubrėžti hiperbolės liestinėms iš taško 
R, esančio hiperbolės išorėje (t. y. ne toje plokštumos dalyje, 
kuri yra tarp abiejų hiperbolės šakų). Kartu prieiname išvadą, 
kad iš kiekvieno tokio taško galima nubrėžti dvi tos pačios hiper- 
bolės šakos liestines. Kadangi židinys, esantis viduje šakos, ku- 
rios liestines brėžiame, čia vaidina kitokį vaidmenį, negu antra- 
sis Židinys, tai vienos hiperbolės šakos liestinės nesutaps su kitos 
šakos liestinėmis, nubrėžtomis iš to paties taško. Vadinasi, iš bet 
kurio taško R galima nubrėžti keturias hiperbolės liestines: dvi 
iš jų lies vieną šaką, dvi — kitą. 

14. Klaidos bei neteisingos išvados gali slypėti ir uždavinių 
sąlygose. Vienam danui, laikančiam egzaminą mokytojo specia- 
lybei įsigyti, buvo pateiktas uždavinys apie statųjį apskritą kūgį, 
kurio pagrindo spindulys 25 cm, aukštis 50 cm ir svoris 1 kg. 
Reikėjo sugalvoti, koks to kūno medžiagos specifinis svoris. 
O vienas populiarus uždavinynas siūlo šitokį uždavinį: „Reikia 
rasti hiperbolės 5x? —6y* =30, dalijančios per pusę stygą y =2x +4, 
skersmenį.“ 

Kad išmoktumėte "neskelbti nuosprendžio tokioms autorių 
klaidoms pernelyg skubotai, toliau aš pacituosiu ištrauką iš Ois 
lerio algebros (I t., 1 sk., n°33), kuri, progai pasitaikius, minima 
kaip knygos su daugybe logikos klaidų pavyzdys. Betgi Oileris 
buvo tikras matematikas! 

„Pirma, aišku, kad sandauga, pažymėta raidėmis, yra ab pa- 
vidalo; bet kurį reikia rašyti ženklą, „,„+“ ar ,,—“, dar nežinia. 
Tiktai aišku, kad turi būti ar tas, ar kitas ženklas. Bet dabar aš 
galiu pasakyti, kad tai negali būti ,,—“ ženklas. Iš tiesų —a ir 
+b sandauga yra —ab. O —a ir —b sandauga negali būti ta pati, 
kaip —a ir +b sandauga, vadinasi, —a ir —b sandauga turi bū- 
ti lygi +ab“. 

1935 m. išleista Briuselyje Leko knyga ,„Matematikų klaidos 
nuo senovės iki mūsų dienų“. Joje surinkta maždaug 500 klaidų 
iš grynosios ir taikomosios matematikos, kurias padarė maždaug 
330 autorių. Į tą knygą neįtrauktos, išskyrus vieną kitą, įvairiau- 
sios klaidos, kurios daromos, mėginant įrodyti lygiagrečių tiesių 
aksiomą, didžiąją Ferma teoremą, išspręsti kampo trisekcijos, 
kubo dvigubinimo, skritulio kvadratūros problemas. 

Tarp autorių, kurių klaidos cituojamos knygoje, rasime be- 
veik visus didžiuosius matematikus: Abelį, Dalamberą, Jakobą 
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ir Johaną Bernulį, Koši, Dekartą, Oilerį, Ferma, Galilėjų, Gausą, 
Lagranžą, Laplasą, Ležandrą, Leibnicą, Monžą, Niutoną, Puan- 
karė, Šteinerį (išvardijau tik įžymiausius). 

Norint suprasti, kodėl taip apstu klaidų, reikia turėti omenyje 
štai ką. Pirma, kai kas anksčiau buvo laikoma griežtai įrodytais 
dalykais, tačiau vėlesniais laikais, apsiginklavus tobulesniais įrody- 
mo metodais, paaiškėjo, kad tie įrodymai netikslūs. Taip nutiko, 
pavyzdžiui, su nykstančių dydžių skaičiavimu. Kartą vie- 
nas kritiškai nusiteikęs matematikas savo paskaitoje apie Niu- 
toną pasakė: „Ach, tai žmogus, atradęs tai, iš ko vėliau atsirado 
diferencialinis skaičiavimas!“ Antra, naujai besikurianti mokslo 
šaka „išgyvena“ tokią stadiją, kai nuo klibaus pagrindo pereina- 
ma prie griežtų sistemingai išdėstytų įrodymų. Aš pats tai pergy- 
venau, būdamas studentu, kai vienas žymiausias mūsų matematikas 
sukūrė integralinių lygčių teoriją. Pamenu, kaip tada asistentas 
Andrė, kuris apdorojo j0 paskaitų kursą, smailiu pieštuku užrašė 
mašinėle atspausdinto teksto paraštėje: ,,„negarantuoju, kad tai, 
kas išdėstyta nuo... iki ... psl., yra teisinga“. O Naujųjų metų 
naktį matematikų korporacija sveikino profesorių šiuo kupletu: 

„Kas buvo pradžioj nesuprantama, 

Paaiškino vis tik Andrė“, 

Visiškai neseniai vienas žymus matematikas savo knygos pra- 
tarmėje rašė: ,,Vystant klasikinę topologiją, pradedant nuo Puan- 
karė, dažnai būdavo pasinaudojama žmogiškąja privilegija klys- 
ti. Aš stropiai sekiau tuo puikiu pavyzdžiu savo „mažojoje“ topo- 
logijoje“. 

Matematikos knygos visai be klaidų — aš nekalbu apie tas, 
kuriose dėstomos visuotinai pripažintos ir išvystytos mokslo 
sritys, — yra didžiausia retenybė. Ir vis dėl to kitoms mokslo 
šakoms klojasi dar blogiau. 

Kartą matematikų draugijos posėdžio metu pirmininkas su- 
pažindino susirinkusius su ką tik išleista vieno iš kritiškiausiai 
nusiteikusių draugijos narių veikalu. Leko knygoje jis paminėtas 
kaip veikalas su vienintele klaida, be to, pridurta, kad apie tą 
klaidą pranešė pats autorius. Posėdžio pirmininkas tą veikalą 
pavadino „knyga be klaidų“. Po keleto mėnesių man teko kalbė- 
tis užsienyje su artimu autoriaus kolega. Kai jam persakiau. pir- 
mininko žodžius, išgirdau atsakymą: „AŠ jau pranešiau autoriui 
apie vieną klaidą“. 
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V Mokinių klaidos 


Bendros pastabos 


Čia pateikiami pavyzdžiai, išskyrus vieną kitą, yra „,autentiš- 
ka“ moksleivių kūryba — aš juos perrašiau nekeisdamas. To- 
lesniuose skyreliuose aš stengiausi nenagrinėti visiškai bepras- 
miškų klaidų, kurios taip pat neretai „puošia“ moksleivių sąsiu- 
vinius. Štai tik keli tokie pavyzdžiai, ypatingai kurioziški. 

1. Ištrauka iš vienos jaunos damos, norėjusios gauti eksternu 
licėjaus baigimo pažymėjimą, egzaminų rašomojo: 

„Pitagoro teorema skelbia: kvadratas, nubraižytas ant įstri- 
žainės, yra lygus nubraižytų ant statinių kvadratų sumai. 

Reikia įrodyti: a? =b? + c?. 

Įrodymas. Jeigu ant įstrižainės nubraižyto kvadrato plotas 
lygus 2, o kiekvieno ant statinio nubraižyto kvadrato plotas ly- 
gus 1, tai gauname 2=1+1,014+1 ir yra 2. Vadinasi 2=2. Įrašę 
vietoj tų skaičių raides a, b ir c, gausime a? =b? +cž, ką ir reikėjo 
irodyti. 

2. Dabar pateiksime pavyzdi iš žmonijos vyriškosios pusės 
kūrybos. Klaida šiame pavyzdyje ne tokia perregima, ir pabaigoje 
netgi gaunamas teisingas rezultatas. Vienas vyresniųjų klasių 
mokinys turėjo išspręsti uždavinį: „Apskritimo centras yra x 
ašyje ir spindulys r = 13. Be to, apskritimas cina per tašką P 
(4, 2). Reikia parašyti to apskritimo lygtį“. Štai sprendimas. 


„Į bendrąją apskritimo lygtį 
(x-a}+(y-b} =r 


įrašykime mums žinomas reikšmes; gausime (x —4} + (Q —2} =i 5. 
Eliminuokime pradžioje y, o po to x: 


y —4y+7=0, y=2+V4-7; 
y lygus 0, nes šaknies negalima ištraukti; 
x?—8x+7=0, x,=7, x= 1(y1=0, y,=0). 
Gauname du sprendinius: 
(x—-TP+(y—0}=13 ir (x—1)ž+(y—0)*= 13.“ 


3. Dar vienas mokinių klaidų pavyzdys, kuris dažnai pasako- 
jamas kaip pokštas. 
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Tiesėje duoti taškai A, O, M, B, N, išdėstyti būtent tokia 


f ; . OM OB PEA š 
tvarka ir taip, kad 40 =OB ir DB oN" Reikia įrodyti, kad 
AM AN 
MB BN' 


O štai sprendimas, kurį tikrai pateikė vienas mokinys: jis su- 
prastino pirmąją trupmeną iš M, antrąją — iš N ir gavo 


4. Šis pavyzdys labai primena klausimą, juokų dėlei užduotą 


matematikų draugijoje: kodėl reiškinio = negalima suprastinti 


Aš į i s gozi d. . E” 
iš d? ir kodėl negalima parašyti f = = f d ir gauti vienetą, — 


juk žinoma, kad integravimas ir diferencijavimas yra viena ki- 
tai atvirkščios operacijos! Kartą tikrai esu užtikęs šitokį skai- 
čiavimą: 


i o Jæ o s 
[rosa fewa few 


5. Tolesniuose pavyzdžiuose beveik nėra paprastų skaičia- 
vimo klaidų. Tačiau ir tokios klaidos kartais būna taip užsimaska- 
vusios, kad neatidus skaitytojas iš karto jų nepastebės. Pavyzdžiui, 
sakykime, reikia rasti atstumą tarp taškų P, (11, 46) ir P, (137, 
14). Pritaikę žinomą formulę 


P,P,= V (Y1 — Ya)? + (x1 — x2), 
randame 
PP,= V 322 + 126? = V 1024+ 15876 = 1/16 900 = 430. 


6. Iki šiol pateiktuose uždaviniuose nebuvo kokių nors spe- 
cifinių sunkumų, ypatingų formuluočių, kas galėtų pastūmėti 
į klaidingą kelią. Tai paprasti mokykliniai uždaviniai. Dabar 
parodysime, kaip dėl savotiško formulavimo visiškai trivialus 
uždavinys gali „pavirsti“ sunkia problema. Bet kuris hiperbolės 


- 


! Kada teisinga lygybė 2 = L ? Ji teisinga tuo atveju, kai y=kx, taip 
pat kai y=ę!"*: beje, pastarasis reiškinys yra nę kas kita, kaip y=x, 
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taškas sujungiamas su židiniais. Per vietos vektorių! vidurius 
nubrėžiamos jiems statmenos tiesės. Reikia rasti tų tiesių susikir- 
timo taškų, gautų, imant visus hiperbolės taškus, geometrinę 
vietą. Uždavinį galima spręsti, naudojantis analize arba sinteze, 
galima netgi nubraižyti tikslų arba apytikslį brėžinį, — ir vis 
tiek suklysti. O iš tikrųjų uždavinys sprendžiamas štai kaip. Kiek- 
viename trikampyje trys statmenys, nubrėžti per kraštinių vidu- 
rius, susikerta viename taške, todėl, pasirinkus bet kurį hiperbo- 
lės tašką, uždavinyje minimų statmenų susikirtimo taškas visada 
bus statmenyje, nubrėžiame per židinius jungiančios atkarpos 
vidurį. 

Dažniausiai klaidos daromos todėl, kad neteisingai, klaidingai 
suprantami arba lieka visai nesuprasti nagrinėjamieji teiginiai 
ir kartu atvirai prieštaraujama logikai. Dažnai viskas, ką mokslei- 
vis parašo, būna teisinga, tačiau trūksta ko nors daugiau ar ma- 
žiau svarbaus, todėl sprendimas lieka nepatenkinamas. Kartais 
suklaidina neteisingas brėžinys. Ypač verti dėmesio kai kurie 
kurioziški atvejai, kai gaunamas teisingas rezultatas, nors spren- 
džiant daromos grubios klaidos. 

Daugumai iš čia pateiktų mokinių darbų ypač būdinga viena 
klaida: bijodami dėstyti savo mintis, mokiniai užrašo tik plikas 
formules, netgi tais atvejais, kai paaiškinimai absoliučiai būtini. 
Kaip dėl to pasidaro sunku suprasti sprendimo eigą, matyti iš 
toliau pateiktų pavyzdžių. 


Lygatys 
1. Reikia išspręsti lygtį 


Sprendimas. 
(a— x) (b —x)=(1 — ax) (1 —bx); 
ab—ax—bx +x? = l —bx—ax + abx?; 
x? = | +abx?—ab; 
x?— 1 =ab (x? — I); 


| = ab. 


1 Kitaip vadinamą spindulį vektorių. — Vert. past. 
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2. Duota lygtis 
(x+ 1} — (x + 2) (x+ 3)= (x +4) (x +5)- (x+ 6}. 
Sprendimas. 
xH 2xb1—xP—-5x—6=x*1+9x4+20—x7—12x—30, 
—3x—5= —3x—16; 
o= 16. 

3. Reikia išspręsti lygtį 

„S E N 
Sprendimas. 

6 (x-2)-9 (x-3) _ x-l1)-4 x-4). 
(x—3) (x-2) (x+x-4(x—-1) | 


6x—12-9x+27 x—1—-4x416 | 
x -—-5BxX+6 — x0-5x44 | 


15-— 3x 15—3x 


Sas Era“ 


Taigi 


6= 4. 
4. Reikia išspręsti lygtį 
Vxtá onn Vt 
Vx+l+2V6+1  Vx+1!1-2V6+1 
Sprendimas. 
Va+x5-2V6x+ Vx+4Vx+1 -8V6+4= 
=V x2+x+2V6x+ Vx-4Vx+1 -8/6-4; 
SVx+1+8=>4V6x; | 
2Vx+1=Ų6x-2; 
4x+4=6x1+4-4V 6x; 
2 yV 6x=x; 
24x m= x? ; 


x=24, 


5, Reikia išspręsti lygtį 


Vx-4-— „==7—V*-T | =0. 
Sprendimas. 
x-4-3-V(x-1)(x—-4)=0; 
x-7=V (x-1) (4-4); 
xX? — 14x4+49=x*-5x 44, 
Ox = 45; 


X= 0. 


> l siang aa E TEES 
6. Reikia sudaryti lygtį, kurios šaknys būtų 5 didesnės už lyg- 


ties 7x*—6x +1 =0 šaknis. 
Sprendimas. Duotosios lygties šaknis pažymėkime « ir p. 


Tada ieškomosios lygties šaknys bus «+ 5 ir B+ 5, 0 pati lygtis 
bus šitokio pavidalo: 
] l ] l 
(at 5+8+5)v+(4+ z) (B+5)-0: 


Tačiau 4+8=6, «8=1 (remiantis Vijeto formulėmis). Iš čia 
gauname ieškomąją lygtį 


y—7y+4 7=0, arba 4y? — 28y + 17 =0. 


7. x+x V 2=1; reikia rasti x 
Sprendimas. 
xV 2=1-x 
2x2 =] +x- 2x; 
x*4+2x-1=0,; 
=-1+V2. 
8. x+2V x=3; reikia rasti x. 
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Sprendimas. 
x+2Vx=3; 


V*=-1+V4-| 5 


— l, 
EmN G 
Kadangi duotoje lygtyje yra kvadratinės šaknys, reikia patik- 
rinti įrašymo būdu, ar rastosios reikšmės tenkina lygtį. Skaičius 
1 tenkina lygtį, skaičius 9 yra ,pašalinė šaknis“. 


9, Reikia išspręsti dviejų lygčių su dviem nežinomaisiais siste- 
mą 


EI () 
| x-y=4. (2) 
Sprendimas. Iš (|) gauname 
x? y = 2xy, 
x*—2xy+y*=0,; 
(x—y}=0; 
x-y=0; 
x-y-=4; 
0=4. 
10. Reikia išspręsti lygčių sistemą 
f (a-2)x+(34—1)y= 2a, 
4x-2(a-1)y=-a. 


Be to, reikia ją ištirti, kai a=0 ir a= —3. 

Sprendimas. Pirmąją lygtį padauginkime iš 4, o antrąją — 
iš (a—2). Po to antrąją lygtį panariui atimkime iš pirmosios; 
gausime: 


a(a+6) „atb 
2a (a+3) 2(a+3)“ 
Šią reikšmę įrašę į pirmąją lygti, rasime 


_ a-3 
= 2(a+3) ' 


y (2a* +6a) =a* +6a, iš čia y= 


Jeigu a=0, tai x= — 2 y=l. 
Jeigu a= —3, tai x=- 0, y=0. 
11. Reikia išspręsti lygčių sistemą 
| x+ xy = 14, (1) 
x+y=7. (2) 
Sprendimas. Padaliję panariui pirmąją lygtį iš antrosios, 
gausime x=2, todėl y=5. Pabandykime įrašyti reikšmę y=5 
į (1) lygtį, rasime 


x 4+5x—14=0; 
—_ 5,2. 
A =3 ta , 
X,=2; 
X, = —7 


Dabar iš antrosios lygties gauname y,= 14. 
12. Reikia išspręsti lygčių sistemą 


| æ x= by, (1) 
2ax? =b? cy. (2) 
S prendi mas. Padalykime lygtis panariui: 


A AZ 
ia arba y p. 


Įrašykime y reikšmę į (2) lygtį: 
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13. Reikia išspręsti lygčių sistemą 


pi (1) 
2x + 3y =22. (2) 


Sprendimas. Iš (2) lygties randame „= 22. Įrašę į 
(1) lygtį, gausime 5y?— 132y +448 =0; 


T 
y=4 Ir "B B 


[rašę 1 (1) lygtį, rasime: 


14. Reikia išspręsti lygčių sistemą 


Ei 0) 
| xy = 25. (2) 
Sprendimas. 
x? — 26x = y? — 26y; 
x? — y? — 26x + 26y =0; 
(x—y) (x +y) -26 (x—y)=0; 

(x— y) (x +y- 26)=0; 
a) x-y=0, 
b) x+y=26. 
2x=26; x=13. 
2y =26; y= 13. 


Tarp kitko, šitaip išsprendęs mokinys pastebėjo: „Vieną 
lygtį su dviem nežinomaisiais taip pat galima išspręsti“. 
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Tačiau, imdami b) lygtį su duotąja (2) lygtimi, gauname: 


"2 
xy = 20. 
x(26—x)=25; 
— 26x +25=0; 
x=13 + V 132-52; 
x=13+ 12. 
Imdami x,=25, iš lygties x—y=0 randame y,=25. 
Imdami x,=!1, analogiškai randame, kad y,=l. 
15. Reikia rasti tokius du skaičius, kurių suma, sandauga 


ir kvadratų suma yra lygios. 
Sprendimas. Iš uždavinio sąlygos 


x+y=xy=x + Jė. 


Kadangi 
x yi = (x+y) — 2xy, 
tai 
3 (x+y)=(x +y}, 

t. y. 

x+y=80. 
Vadinasi, x ir y yra lygties 

—3u+3=0 
šaknys; todėl 


Kaip matome, uždavinys turi tik menamus sprendinius. 

16. Iš Skanerborgo į Silkeborgą (du Danijos miestai) išvyks- 
ta trys traukiniai: A, B ir C. Traukinys A tame kelyje užtrunka 
10 min. ilgiau, negu traukinys B, bet 40 min. trumpiau, negu 


traukinys C; per kodo traukinys A nuvažiuoja 6G„km mažiau, 
negu traukinys B, bet 12Ž km daugiau, negu C. Per kiek valandų 
traukinys A nuvažiuoja visą kelią ir kokiu greičiu jis važiuoja? 
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Sprendimas. 
A nuvažiuoja visą kelią per 60x min, jo greitis y km; 


] 
B >) 99 >> 35 50x 39 99 95 Y+ 67 km; 
C 93 19 99 „100x 39 29 I Y- 122 km. 


Dabar galime sudaryti lygtis: 


l l 
60xy = 50xy + 310x xy=(x-5) (y+6 5). 
y=3L Įrašę rastąją y reikšmę, gausime 


+= 1: 


Ieškomasis traukinio A greitis lygus 31 km/h, o visos kelio- 
nės trukmė — 1 h. 
17. Reikia išspręsti lygtį 


Vx-2+Vx—b*=a-b. 


Atskirai reikia išnagrinėti atvejį, kai a=b. 
Sprendimas. 


Vx-a=a-b-Vx-bt; 
x-a =a? —2ab +b? +x—b?—?2 (a—b) V x—b?; 
a(b-a)=(b-a) V x—b?; 
@=x—b?; 
xag +b. 
Patikrinę įrašymo būdu, matome, kad pirmąją kvadratinę 
šaknį reikia imti neigiamą. Kai a=b, gauname x =2a*, 
18. Reikia išspręsti lygčių sistemą 
| x =xy=a' +ab, 
J +>xy=a* —ab. 
Sprendimas. Panariui sudėję lygtis, gauname: 
(x +y)*= 20", 
x+y=aV 2. 
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Gautąsias lygtis panariui sudauginę, gauname 
xy (x +y)*=a*—a*b*, 
iš čia, pasinaudoję ankstesne lygtimi, randame: 


a? — þ? 


xy = 9 “a. 


Dabar sudarykime kvadratinę lygtį 
p 23_h2 
A-aV3 -z+ $7” 0. 
Ją išsprendę, gauname: 


aV2 , 2%? aè~-b? aV? by? 
p 


= 4 2 2 
Taigi = (a+b) V 2 | (a-b) V2 
a Zil 5 i 


Z == 


„— (a-b) V2 | (a+b) V2 
g e 


19. Reikia išspręsti lygti 
9-12V*=6*, 
I sprendima s. Pažymėkime |/ x=y; tada 
9.127=6"", arba 9(2-6)/ = (67)2. 
Iš pastarosios lygties gauname dvi lygtis: 67 =0 ir 9 + 27 =6?, 
kurių pirmoji neturi šaknų. Antrąją lygtį galime šitaip pertvar- 


kyti: 
9.9 =Y. J. 

Iš pastarosios vėl gauname dvi lygtis 27 =0 ir 9=3”. Pirmoji 
jų, kaip ir anksčiau, neturi šaknų, o antroji turi šaknį y=2; va“ 
dinasi, x=4. B 

2 sprendimas. Pažymėkime Vx=y. Tada duotoji lygtis 
pasikeis šitaip: 

9.127=67'. 
Skaičius 9, 12 ir 6 suskaidykime pirminiais dauginamaisiais: 
3247 .2 = D 3, 
Kadangi kiekvieną skaičių galima suskaidyti pirminiais daugina- 
maisiais tik vieninteliu būdu, tai 


2+y=3; 2y= ys 
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iš čia 
| 2; 2, 
LSL 714 
Kadangi sprendinys turi tenkinti abi lygtis, tai gali būti tik 


y=2 ir Vx=2, x=4. 
20. Reikia išspręsti lygtį 


3 \x 4 \? 
(+) = (5): 
Sprendimas. 3*+7 = 4*+7; kadangi laipsnių rodikliai yra ly- 


gūs, tai, vadinasi, 3=4. 
21. Reikia išspręsti lygtį 


/2Vax /3 Isx _ 13 1 
5) H) E - 
„Sprendžiama‘“‘ trejopai. 
1 sprendimas. 
gex gex 13, 
gex © gex 6’ 
lgx=1; x=10. 
2 sprendimas. 


2 
Ig x 185 + Igxlg2 =g ; Ig x (Ig z +lg +)= 85: 
Ig x-lg 2 -Ig 2: Igx=1; x=10. 


3 sprendimas.* 
Kadangi 


loga+10gb=10g0b, 


lg X (15+ ig 5)=lg [G 5) 


1 Laikantis visuotinai priimtų žymėjimų, logaritmas bet kokiu pagrindu 
žymimas log, dešimtainis logaritmas — Ig, o natūrinis logaritmas — In 


į sprendimą atsiuntė man į redakciją vienas abiturientas, laikydamas 
jį neabejotinai „klaidingu“. 
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tai 


Be to, kadangi 


tai 
Igx-Ig|=1g]; 
lgx= l; 
v=. 


Aritmetika 
1. Reikia suprastinti reiškinį 
o aL EE 
V12+V9- | = 


Sprendimas. 
12 


4 D oas 
varis Vy jeaiosVĘ 


12 
-VP+ 33- y =2]/ 6- va E= 
12 


-6V ZZi =6 V63. 


2. Reikia Epe reiškinį 


Va+V-V2- va 
Vi+VI-VI-VI 


Sprendimas. 
6 


VZ+V2-V Žž -Vat "= 


VEVEVEVI 


ta ~ad—a 
T4 


V Y 


Ijo 


3. Kam lygu i??? 
Sprendimas. 


= (VT = ((— 9°)” =((- 19)" (Kea, 
4. Iš Niutono binomo dėstinio formulės 
(a t b)" =a" + na" b+... tb"; 
kai n=0, gauname 
(a+b}=1+0+...1. 


Vadinasi, (a+b) lygu arba 0 arba 2. 

5. Rezervuare buvo 2 000 1 vandens. Pro vamzdį iš jo kas 
minutė išteka po 50 1 vandens. Kiek vandens liks rezervuare, pra- 
slinkus 1, 2, 3, ..., x min? Ar vandens kiekis rezervuare bus tie- 
siog, ar atvirkščiai proporcingas laikui? Ar ištekėjusio vandens 
kiekis bus tiesiog, ar atvirkščiai proporcingas laikui? 


Sprendimas. 
Praslinkus 1 min, rezervuare liko 2000-50  =1950 1; 
si 2.55 F „ 2000—2 -50=1900 1; 
5 "DA 5 „ 2000—-3 : 50 =1850 l; 
n a AAS p „  2000—x: 50 I. 


Kuo daugiau praeina laiko, tuo mažiau lieka rezervuare 
vandens, vadinasi, vandens kiekis rezervuare atvirkščiai proporcin- 
gas laikui. Kuo daugiau pracina laiko, tuo daugiau būna ištekė- 
jusio vandens, vadinasi, ištekėjusio vandens kiekis tiesiog propor- 
cingas laikui. 

6. Reikia apskaičiuoti, naudojantis topatitmy lentelėmis, 
reiškinį 


L x= viz 0,3. 
Sprendimas. 


3-. 3 
x=V 0,4771-1=|/ — 0,5228; 


Ig (x)= 2282 —-0,2395; 
lg x = — 0,2395 = 0,7605- 1; 
x= 0,5761. 
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7. Kokios turi būti a ir b reikšmės, kad būtų teisinga nely- 
gybė 

42-27 
Sprendimas. 

a*+-b* > 2ab; 

až — ab > ab — b?; 
a (a—b) >b (a—b),; 
a>b. 


Vadinasi, nelygybė teisinga, kai a > b. 

8. Reikia įrodyti, kad skaičius n*—1 (čia n — pirminis skai- 
čius, didesnis už 5) dalijasi be liekanos iš 240. 

Sprendimas. 240=3-5 - 2, 

Skaičius nł?— 1 =(n2+1) (1+1) (m—1) dalijasi iš 3, nes n-—1, 
n, h+1 yra trys gretimi sveikieji skaičiai. Todėl vienas iš tų skai- 
čių turi būti dalus iš 3; kadangi n — pirminis skaičius, tai iš 3 
dalijasi arba 2—1, arba n+1. Kad skaičius nt—1 dalijasi iš 5, 
žinome iš Ferma teoremos!. Skaičius 2* taip pat yra skaičiaus 
n*—]| daliklis ir štai kodėl: dalijant skaičių n iš 2, gaunama lie- 
kana 1, todėl, dalijant skaičių n* iš 24, gaunama liekana |4-—], 
taigi skaičius nt— 1 turi pasidalyti iš 24 be liekanos. 

9. Kokią gausime liekaną, skaičių ał—a (čia a — sveikasis 
teigiamas skaičius) padaliję iš 12? 

Sprendimas. Skaičius a3—a=a (a4+1)(a—1) dalus iš 3, 
nes trys jo daugikliai yra trys gretimi sveikieji skaičiai. Padaliję 
iš 4 skaičių a, galime gauti liekaną 0, 1, 2 arba 3, o padaliję iš 4 
skaičių a3 — atitinkamai 0, 1, 8 arba 27. Todėl, padaliję skai- 
čių a*—a, gausime liekaną 0, 0, 6 arba 24. Paskutinę liekaną 
galime atmesti, nes tuo atveju skaičius a3—a būtų dalus iš 12. 
Tad atsakymas: 0 arba 6. 

10. Reikia įrodyti, kad dviejų tarpusavyje pirminių skaičių? 
a ir b suma a+b ir sandauga ab yra tarpusavyje pirminiai skai- 
čiai. 

Sprendimas. Iš bet kurio sandaugos ab daliklio dalijasi 
tik vienas dauginamasis, pavyzdžiui a. Vadinasi, suma a+b 

1 Ferma teorema teigia: jeigu a — sveikasis skaičius, o p — pirminis 
skaičius, tai skaičius a?7—1— 1 yra dalus iš p, išskyrus tą atvejį, kai a dalus iš p. 

2 Tarpusavyje pirminiais, arba reliatyviai pirminiais, vadinami tokie 
skaičiai, kurių bendras didžiausias daliklis lygus 1. — Vert. past. 
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nesidalija iš to sandaugos daliklio, nes iš jo nesidalija skaičius 
b (suma dalijasi tik iš tokio skaičiaus, iš kurio dalijasi visi dėme- 
nys), kuris yra tarpusavyje pirminis su a. Taigi skaičiai a+b ir 
ab neturi bendrų daliklių, vadinasi, jie yra tarpusavyje pirminiai. 

11. Reikia įrodyti, kad ir kokie būtų sveikieji teigiami skai- 
čiai a ir b, sumos a+b modulis didesnis už skirtumo a—b modu- 
lį. 

Sprendimas. Pažymėsime skaičiaus + modulį || ir sampro- 
tausime šitaip: 


|a+b|=|a|+|b|; 
|a|+,6|>1a|-|b|; 
ia|-|b|=|a-b|. 


Vadinasi, |a4+b|> |a—b), o tai ir reikėjo įrodyti. 
12. Reikia ištirti, ar iš nelygybių 


ab>cd ir ae >cf 
galima išvesti nelygybę 
bf > ed 


(visi nelygybėse įrašytieji dydžiai teigiami). 
Sprendimas. Padaliję panariui duotąsias nelygybės, gausi- 


me: 2 >= ; iš čia bf>ed. Vadinasi, į klausimą reikia atsakyti 
teigiamai. 

13. Geometrinės progresijos pirmasis narys lygus a, vardiklis 
lygus k, o narių suma lygi b. Reikia rasti tos progresijos paskuti- 
niji narį a, ir narių skaičių n. 

Pavyzdžiai: 


a) 
a=k=3, b=1092;)  b)a=k=3, b=10 000. 


Sprendimas. a) 


1092 = i E E 129, 


729 =3. 3"7l=3"; n=6. 
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3 


3— an: 3 a 
|= , 


ą) 


a= 66675 l 


Ž n 
6667 >+=37. 
=8,01. 


Ig 6667,67 _ 3,8240 
7 lg3 | 04771 


14. Geometrinės progresijos pirmasis narys lygus 2,1, ketvir- 
tasis narys lygus — 0,0168. Kelių tos progresijos narių suma lygi 


1,75056? 
Sprendimas. Iš lygybės 2,1g3= —0,0168 randame, kad 


g=-0,2. Toliau iš lygybės 
(—0,2)"—1 
1,75056 =2,1.- S Tag 


gauname, kad (— 0,2)" = —0,00032; iš čia 
5 


 180,00032  0,5052-4 _ 
n=- z022 ~ 03010-1“ 
(apytiksliai). 


Planimetrija 
1. Duotos atkarpos a ir b. Reikia nubraižyti atkarpą 


— |/ Ce- V? 
ž Jec | 


Sprendimas. Pažymėkime 2až—bž=yž ir nubrėžkime y, 
kaip statinį tokio stačiojo trikampio, kurio įžambinė lygi 2a, o 


antrasis statinis lygus b. Tada 
»Vž 


-ETER 


Dabar pažymėkime 
y V2 
3 


=z 


ir nubrėžkime z kaip atkarpą, kuri yra ketvirtoji proporcingoj- 
atkarpoms 3, y ir V2. Pagaliau nubrėžkime 


x=Vyz, 


kaip vidurinį proporcingąjį atkarpoms y ir z. 

2. Duoti du koncentriniai apskritimai, kurių spinduliai a ir 
b, be to, a>b. Kokio spindulio turi būti trečiasis koncentrinis 
apskritimas, kad jis padalytų dviejų pirmųjų apskritimų sudarytą 
žiedą į du žiedus taip, kad išorinio plotas būtų du kartus didesnis 
už vidinio. 

Sprendimas. Pažymėkime ieškomąjį apskritimo spindulį x. 
Tada, pritaikę teoremą apie panašių figūrų plotus, turėsime: 


-b 2 
(ax 1 
Pertvarkę gausime: 
x? — 2x (2a — b)+ 2@ — b? =0; 
x=2a-b+ V 4a +b — ab — 2a? +b? 
x=2a—b + (a-b) V2. 


43 pav. 


3. Duotas trikamkpis ABC. Reikia nubrėžti tiesę, kertančią 
kraštines AB ir BC, vienodai nutolusią nuo viršūnių A ir B, o nuo 
viršūnės C nutolusią perpus mažiau, negu nuo viršūnės B (43 pav.). 

Sprendimas. Padalykime kraštinę AB pusiau (taškas M), 
o kraštinę BC — į tris lygias dalis; be to, prie viršūnės C esan- 
čios atkarpos galą pažymėkime N. Tiesė MN ir yra ieškomoji 
tiesė. 


Ig 


4. Trikampio ABC kraštinė a=1,3 cm, b =0,5 cm, c=1,2 cm. 
Trikampio kampo B priekampio pusiaukampinė kerta kraštinės 
AC tęsinį taške D (44 pav.). Reikia rasti AD. 

Sprendimas. Remdamiesi teorema apie trikampio priekam- 
pio pusiaukampinės savybę, turime 


-on mmm) o —> 
i = 


Iš čia x-+-0,5= —6. Kadangi atkarpos ilgis negali būti neigia- 
mas, tai AD=6 cm. 

5. Stačiojo trikampio smailaus kampo pusiaukampinė dali- 
ja prieš jį esantį statinį į 4 cm ir 5 cm atkarpas. Reikia rasti tri- 
kampio kraštines (45 pav.). 


i y 
5 4 
44 pav. 45 pav. 
Sprendimas. 

X y 5481; 
54: g 
2 =x2 481; yg X =N; 
= 4 , 


x=12 (cm); y= 15(cm). 


6. Styga jungia 120° lanko galus. Per jos vidurį nubrėžta ki- 
ta styga, kurios viena dalis tris kartus ilgesnė už antrą. Kokia toji 
styga? | 

Sprendimas. Toji styga — tai skersmuo, nes pirmosios sty- 
gos atstumas nuo centro lygus pusei spindulio. Vadinasi, dvi 


53 


kitos stygos atkarpos lygios - r ir Žr(r — skritulio spindulys). 
Antroji dalis 3 kartus ilgesnė už pirmąją, o to ir reikalauja sąly- 
ga. 

7. Du apskritimai, susikertantys taškuose P ir O, liečia kam- 
po kraštines: pirmasis apskritimas — taškuose A ir A,, o antra- 
sis — B ir B, (taškai A ir B yra vienoje kampo pusėje). Reikia 
įrodyti, kad: 1) tiesė PO dalija atkarpas AB ir A,B, pusiau; 2) 
atkarpos 44,, BB, ir PO yra lygiagrečios (46 pav.). 

Sprendimas. Tiesė PO kerta atkarpą AB taške C ir atkarpą 
A,B, taške C,. Remdamiesi teorema apie taško laipsnį apskriti- 
mo atžvilgiu!, gauname i 


CA*=CP-CO = CB?. 


Vadinasi, C — atkarpos AB vidurys. Analogiškai įrodome, kad 
C, yra atkarpos A,B, vidurys. Tiesės 4A,, PO ir BB, lygiagre- 
čios, nes jos atkerta tiesėse AB ir A,B, lygias atkarpas. 

8. Reikia nubraižyti trikampį, kai duotos dvi atkarpos, į 
kurias vieno kampo pusiaukampinė padalija priešingą kraštinę, 
ir duotas kampas prie tos kraštinės. Kokiomis sąlygomis uždavi- 
nys turi du skirtingus sprendinius (47 pav.)? 


Sprendimas. Vienoje duotojo kampo A kraštinėje atidė- 
kime duotąsias atkarpas a ir b. Trikampio trečiojo kampo vir- 
šūnė turi būti taškas, kuriame antroji kampo kraštinė susikerta su 
„santykių skrituliu“. Jeigu yra du sprendiniai, tai toji kraštinė 


1 Taško O laipsniu atžvilgiu apskritimo, kurio spindulys lygus r, vadi- 
namas dydis d*—r* (čia d — atstumas tarp to taško ir apskritimo centro). — 
Vert. past. 
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turi kirsti skritulį. O tuo atveju, kai kraštinė liečia skritulį, rem- 
damiesi spindulio r apibrėžimu, gauname 


a a+2r š b 
B“ 325 Iš čia = ŽŽ 
Taigi 
e ab 
a-b ab b 
SN p db æ a 
a—b 


Jeigu yra du sprendiniaj, tai turi būti sin A<Ž. Žinome, kad 
sin Á< 1; iš tų dviejų nelygybių matome, kad 
> <l, arba b<a. 


Vadinasi, ieškomoji sąlyga šitokia: didesnioji iš duotų atkar- 
pų turi būti prie duotojo kampo viršūnės. 

9, Duoti stačiojo trikampio statiniai a ir b. Į trikampį įbrėžtas 
kvadratas taip, kad viena jo viršūnė sutampa su trikampio sta- 
čiojo kampo viršūne. Reikia rasti kvadrato kraštinę (48 pav.). 


48 pav. 


Sprendimas. Kvadrato įstrižainės yra jo kampų pusiaukam- 
pinės. Remdamiesi žinoma teorema apie trikampio vidinio 
kampo pusiaukampinę, turime (žr. brėžinyje nurodytus žymėji- 
mus) 


a bo aż+b_ _a+b 
iš Čia 
L aVa+b 
a+b 


23 


Dabar, išnagrinėję kairįjį mažą statųjį trikampį, rasime: 
a? (a? + b?) 
(a+b) 


Išsprendę pastarąją lygtį, gausime dvi ieškomosios kvadrato 
kraštinės reikšmes: 


x*+(a—x)*=m7 = 


r = 215“ 


ab i 
a+b 
10. Dviejų trikampių kraštinės atitinkamai lygios a, b, c ir 
a,, b,, c1; jų perimetrai lygūs p ir p,. Žinoma, kad 


a DP 
a Pi 
Ar tie trikampiai panašūs? 
Sprendimas. Jeigu trikampiai panašūs, tai, kaip žinome, 


—————— - T — 


Pritaikę lygių santykių eilutės savybę, gauname 
a b e a+b+c P 


a B Tažb+ėų p 
O kadangi dviejų trikampių kraštinės proporcingos, tai tie 
trikampiai panašūs. 
11. Kokio apibrėžtinio keturkampio įstrižainės yra tarpusa- 
vyje statmenos (49 pav.)? 
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Sprendimas. Kadangi keturkampis yra apibrėžtinis, tai 
(žr. brėžinyje nurodytus Žymėjimus) 


a+c=b+d. 
Pagal Pitagoro teoremą 
a*+c?=x*+y*1+221+42=b*+4?. 
Iš pastarųjų lygybių gausime 
| až—b*=d4ž—c? &@-— d =b? — c? 
2 a-b=d-c; ir a-d=b-c. 
Panariui padaliję, rasime 


a+b=d+c, | a+d=b+c; 


vadinasi, vadinasi, 
a=d a=b 
ir b=c. id=: 


Visos keturios keturkampio kraštinės lygios, taigi jis yra rom- 
bas. 


Tri gonometrija. r stereometrija 
1. Kokią sąlygą tenkina kampai a, B ir y, jeigu 
tga +tgp+tgy=tg«- tgp- tgy? | 
Sprendimas. Duotąją lygybę galime pakeisti šitokia: 


tg a= q EEY Ig(B+7). (1) 


Analogiškai rasime, kad 
tgß= -tg (x+y) ir tg y= -—tg(«+ P). 
[rašę tg B ir tg y reikšmes į tg « išraišką, gausime: 
tg (x+ y)+tg («+ B) 


tg «= telar ptega t8 Cr+tR+y)= -tg (+y) 


(remdamiesi (1) priklausomybe). Vadinasi, 
2a+B+y=pr+r-B-y, t.y.a+ß8+y= 5 (P+1). 


IF- 


2. Reikia rasti x iš lygties 
tg 2x=ctg (teg 7)). 


Sprendimas. 
| | 1 
?x= ctg (lg D= ien T w 8r T Do5 BB 
x=9,615. 
3. Reikia įrodyti, kad trikampiui tinka formulės 
x B Y 
r=s- (E 5 tby tB 5, 
R= -——— > ; 
4 cos y ° COs g + COS > 


čia r — įbrėžto, R — apibrėžto apskritimo spindulys, 0 s — pu- 


sė perimetro. 
Sprendimas. Padaliję pirmąją lygybę iš antrosios, gausime 


ro E: B r Y 
gm4 5 sin gsn y. 
Tuos pačius sąryšius gausime, panariui padaliję Žinomas 
formules 
sin Poi Y 
a A 2 2 
R= Jz; 1r r=a 
sın & ot 
COS 2 


Vadinasi, duotosios formulės teisingos. 
4. Trikampio kraštinės lygios a, b ir c. Reikia rasti sin a. 
Sprendimas. Remiantis sinusų teorema, 


Sukeitę proporcijos viduriniuosius narius, gausime 


a b sing 


= —- K 
sin y 


aa 
-m 


sin « c 


vadinasi, 
sin ba ac 
= 
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5. Tetraedro ABCD aukštinė, nuleista iš viršūnės A, yra ly- 
gi h; trys briaunos, einančios iš viršūnės B, sutinka kaip skai- 
čiai p : q : r; dvisienis kampas tarp sienų ABC ir DBC lygus «, 
Z ABC =u, / DBC =v. Reikia rasti tetraedro tūrį. 

Sprendimas. 


AB:BC:BD=p:4:r, 
„AB DP. 
BC-BD qr’ 


BC-BD = T; 


ABgGr . 
sin v, 


l ; l 
h: 5 BC:BD sinov = + h 
h 


"sna-sinu ’ 


AB 


 Agrsinv 
6p sin g sinu ` 


6. Plokštuma kerta spindulio r rutulį taip, kad gautosios 
nuopiovos rutulinio paviršiaus plotas yra n kartų didesnis už 
jos pagrindo skritulio plotą. Koks nuopiovos aukštis? Kokios 


gali būti n reikšmės? 


Sprendimas. 
2r nh=npr (1) 
e =h (2r —h) (2) 


2rh=nh (2r —h) 


h=2r 2 


| 
n ` 
Norėdami nustatyti galimas n reikšmes, imkime ribines A 


reikšmes: 
l; h =Q. 2. h,= 2r. 


Vadinasi, 
i =0, az Esi 
n-1=0, n-1=n, 
n=1, 0=!, 


t. y. n negali būti taisyklingoji trupmeną. 
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7. Kokia turi būti rutulio nuopiova, kad jos tūris būtų n kar- 
tų didesnis už į ją įbrėžto kūgio tūrį (kūgio pagrindas ir aukšti- 
nė — tokie pat, kaip nuopiovos)? 

Sprendimas. Pažymėkime nuopiovos aukštinę x, o jos 
pagrindo spindulį y. Tada 


nz Azai (3r —- X), 
arba 
ny? = x (3r — X), (1) 
y =x (2r — x). (2) 
Iš čia 
2n—3 
Xx=r- ; 
n-! 


Vadinasi, turi būti n>3/2. Didžiausia galima x reikšmė yra 
2r. Įrašę šią didžiausią x reikšmę, gausime 


Daso 
n=l 
2n —2=2n-3; 
:2=3. 


8. Kūgio šoninio paviršiaus išklotinė yra skritulio išpiova, 
kurios centrinis kampas lygus 237,/7*. Koks yra kūgio ašinio 
piūvio viršūnės kampas? 

Sprendimas. Sakykime, s yra kūgio sudaromoji, r — pa- 
grindo spindulys ir v — ašinio piūvio viršūnės kampo pusė. Ta- 
da 

2rr= 237,77"; 


iš čia r=37,85. Be to, 


237,77 
A 2— . 


iš čia s=57,31. Pagaliau 


. 37,85 
Sg = T7] $ 


tad v =41,35°. 
60 


9, Rutulio paviršiuje nubrėžti du didieji apskritiai tamip, kad 
jie yra statmeni tam pačiam meridianui ir eina per to meridiano 
taškus A, B, kurių platumos yra o, ir o, (50 pav.). Kur tie apskri- 
timai susikerta? 


50 pav. 


Sprendimas. Ilgumai x ir platumai u nustatyti naudojamės 
formulėmis 


sin X = I : (1) 
sin x= = - (2) 
cos u =cC0sS y-singį; (3) 
COS 4 = COS Z Sin Op. (4) 
Iš (1) ir (2) randame: 

siny _ sinz, 

sinu sinu’ 
siny=sinz; Y=Z. (2) 

Iš pastarosios, (3) bei (4) lygybių gauname: 

COS y + Sin 6, = COS Z -SiN Gy: (6) 


sin p, = Sin Qz; 
P1 = Ọ2 
Vadinasi, uždavinys neturi prasmės! 
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10. Sferiniame trikampyje a=70°, b=50°, y =64,3°. Reikia 
rasti kitus to trikampio elementus. 
Sprendimas. Pritaikome kosinusų teoremą: 


cos c=cosa-cos b +sina-sinb-cosy. (*) 
Dabar, pritaikę sinusų teoremą, randame kampą zx: 


sin a-sin Y 


sin 4 = 
sinc 


Apskaičiuosime, naudodamiesi keturženklėmis logaritmų len- 
telėmis!: 
Ig cos 50° = 9,8081 — 10 


Ig cos 70° = 9,5341 — 10 


lg Sı = 9,3422 — 10 
Ig sin 50° = 9,8843 — 10 
lg sin 70° = 9,9730 — 10 
Ig cos 64,3° = 9,6371 — 10 


— —— 


lg Sa = 9,4944 ~ 10 
Sı = 0,2199 
Sa — 0,3 | 22 
cos c = 0,5321 
c = 57,85° 
lg sin 70° = 9,9730— 10 
Ig sin 64,3° = 9,9548 — 10 
9,9278— 10 
Ig sin c = 9,9277 — 10 
lg sin «= 0,0001 
Vadinasi, gavome tokią kampo « reikšmę, kokios negali bū- 
ti. 
2? Autorius skaičiuodamas pažymėjo $, ir S, pirmąjį ir antrąjį dėmenį 
išraiškos (*) dešinėje pusėje. — Rus. leid. red. past. 
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Analizinė geometrijair nykstančių 
dydžių skaičiavimas 


1. Tiesėje pažymėti taškai A, B ir C išsidėstę nustatyta tvar- 
ka. Reikia rasti analizinių būdu geometrinę vietą taškų, iš kurių 
atkarpos AB ir BC matomos vienodais kampais. 

Sprendimas. Koordinačių ašis pasirinkime taip, kad taškų 
A, B, C ir kintamo taško P koordinatės atitinkamai būtų (0, 0), 
(a, 0), (b, 0) ir (x, y). Pagal uždavinio sąlygą 


y Tr 
"XT žo (x-0) (x—b) 
Pertvarkę šį reiškinį, gausime: 
x? +y? — ax +a3=0. 


Pastaroji lygybė yra apskritimo lygtis. 

2. Stačiojo trikampio įžambinė AB juda, išlikdama lygiagre- 
ti pati sau (51 pav.). Reikia rasti tiesių AD ir BC susikirtimo taš- 
kų geometrinę vietą. 


Sprendimas. Tiesės AD lygtis 


x yY = 

= g l. (1) 
Tiesės BC lygtis 

Tol a 
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Trikampiai yra panašūs, todėl 


a m 
B“ 0) 
Iš (1) ir (2) randame 
— 0 
=, 
bx 
MEy 
[rašę į (3) lygybę, gausime: 
ay _ bx. 
a-x b-y' 


@ by — æ@ y? = ab? x — b? x*; 
b? x? — aè y? =ab? x — a? by, 
(bx — ay) (bx + ay) =ab (bx — ay}. 
Padalykime kiekvieną narį iš (bx—ay): 
bx + ay =ab; 
Žr Es=l 


Taigi gavome duotąją įžambinę (?)t. 

3. Reikia išvesti apskritimo lygtį. 

Sprendimas. Bet kurį apskritimo tašką (x, y) sujunkime su 
koordinačių pradžia (52 pav.). Tada 


x2 +y” =r; 


čia r — to taško atstumas nuo koordinačių pradžios. Tą priklau- 
somybę tenkina kiekvienas apskritimo taškas. 

4. Apskritimui (x+1)*4+(y—3)ž=29 nubrėžtos liestinės per 
taškus, kurių abscisės lygios 4. Reikia sudaryti tų liestinių lygtis ir, 
be to, antrojo laipsnio lygtį, aprašančią tą liestinių porą. 

Sprendimas. [rašę į apskritimo lygtį reikšmę x =4, gausime 
y=5 ir y=1. Apskritimo liestinės, jį liečiančios taške (4, 5), lyg- 
tis 

5(x+1)+2(7—3)=29* arba 5x+2y= 842. 


———— 


1 Klaustuką parašė pats moksleivis. 
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Apskritimo liestinės, jį liečiančios taške (4, 1), lygtis 
5(x+1)—2(y—3)=29% arba 5x—-2y= 830. 

Liestinių poros lygtį gausime, sudauginę atskirų liestinių 

lygtis; vadinasi, tai bus lygtis 
(5x + 2y) (5x —2y) = 842 - 830, 
arba 
25x2 — 4y? = 698 860. 
5. Kokios yra parabolės taško koordinatės, jeigu atkarpa, 


jungianti tą tašką su židiniu, yra tokio pat ilgio, kaip ir 
nubrėžta per tą tašką parabolės liestinė (53 pav.)? 


52 pav. 53 pav. 


Sprendimas. Liestinės ilgis 
„= V Ex) y$. 
Atkarpos, jungiančios tašką P su židiniu, ilgis 
Ta ST 
i = V n+ (x— E) ; 
Kadangi l =la, tai 
2 
(2x) + yi =y] + (x⁄- 5) ' 


3. Kur klaida? 65 


Vadinasi, parabolėje visai nėra taškų, turinčių sąlygoje nuro- 
dytą savybę. 
6. Reikia rasti! 
iim tg 3x+tg 5x 
> tg x 


x>- 


2 
Sprendimas. Jeigu x= 5, tai tg 3x =tg 5x =tg x. 


Vadinasi, ieškomoji riba yra 
2tex 9 
tgx 
7. Reikia ištirti funkciją 
A +x-20 
o 2-8 ?’ 
t. y. rasti jos maksimumą ir minimumą, 
Sprendimas. 
„ (2x—8) (2x+ 1)— (x? +x—20):-2 _ 2x?—l16x+32 , 
B (2x— 8)? ~ (2x-8} | 
2x2? — 16x +32 =0; 
x?—8x+16=0; 
(x-4 =0; 
x= +4; 
— 16+4~20 0 
=a 0 


Norėdami rasti y, išdiferencijuokime skaitiklį ir vardiklį 
atskirai 


J 


2x41 
D=-5—. 
Kai x= 14, 
9 
ysty. 


Vadinasi, (+4, + 3) — ieškomoji pora. 


1 Šį uždavinį turėjo spręsti moksleiviai, mokęsi diferencialinio skaičia- 
vimo. 
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8. Šviesos lūžio dėsnio išvedimas (54 pav.). Pirmoje aplinko- 
je šviesa sklinda greičiu c,, o antroje aplinkoje — greičiu c». Ke- 
lią P,PP, šviesa nusklinda per laiką 


P,P PP, 
js A (1) 


€; Cc) | 


t 


54 pav. 
Be to, 
X e e~ x . 
p,p 751 æ, -ppr =SIN B. 
Taigi 
PP , ą AE 


Įrašę į tai (1) lygybę, gausime 


x e-X 
RI a 
csing  cžsinB 


a 
t = 


Laikas bus minimalus, kai £? =0, t. y. kai 


l + =] 
csing | esin 


0, 
arba 
csing = csin B, 


c& _ sinf 
& Sina“ 
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B. SOFIZMAI 
I. Įvadas 


Šios knygos antrosios dalies turinys — sofizmai. Klaidingos 
išvados, kurias nagrinėjome pirmoje knygos dalyje, paprastai 
laikomos sofizmų priešingybe. Sofizmai skirti suklaidinti juos 
studijuojantįjį, o klaidingas išvadas padaręs asmuo pats nuošir- 
džiai tiki, jog samprotauja teisingai. Suprantama, šis skirtumas 
nėra esminis. Šiandien padaręs klaidingą išvadą, rytoj aš galiu 
ją suformuluoti kaip sofizmą. Antra vertus, žinomiausi sofizmai 
nuolatos kyščioja kaip netyčia padarytos ir labai dažnos klaidos. 

Daug kartų buvo mėginama sugrupuoti sofizmus ir klaidin- 
gas išvadas, atsižvelgiant į juose slypinčių klaidų pobūdį, bet dėl 
visai suprantamų priežasčių tokie mėginimai nebuvo sėkmingi. 
Juk dažnai, įrodinėjant ir samprotaujant, loginių išvedžiojimų 
grandinėje praleidžiama daugelis būtinų tarpinių grandžių. La- 
bai dažnai klaidos slypi būtent tose smulkiau neišnagrinėtose 
vietose. Taigi daugelis klaidingų išvadų ir sofizmų priklauso pla- 
čiausiai klasei tokių samprotavimų, kuriuose viena ar kita išsa- 
miau nenagrinėta vieta laikoma savaime aiškia. Sofizmą stengia- 
masi išdėstyti taip, kad skaitytojas arba klausytojas tol nepaste- 
bėtų daromos klaidos, kol absurdiška išvada neprivers susimąsty- 
ti, kaip gi jis buvo suklaidintas. Tai — tikras menas. Ne visada 
ir pavyksta pasiekti šį tikslą. Esama labai nuovokių žmonių, ku- 
riuos nelengva suklaidinti, ypač kai jų dėmesys dvigubai paaštrė- 
ja, perskaičius keistą teiginį. Be abejo, svarbu ir tai, kaip skaity- 
tojas žino įrodymų ir skaičiavimų metodus. Pavyzdžiui, su ne- 
lygybėmis susiję sofizmai pateikti tik todėl, kad Vokietijos vidu- 
rinėse mokyklose nelygybės nagrinėjamos labai paviršutiniškai. 
Skaitytojui, daugiau išmanančiam. apie nelygybės, jie atrodys 
tiesiog banalūs. 


x + + 


Vadinasi, sofizmai turi būti taip užmaskuoti, kad suglumintų 
skaitytoją arba klausytoją, — tik tada jie pasieks tikslą. Jeigu 
to nėra, jie atrodo trivialūs ir nepatrauklūs. Aš pateiksiu tris pa- 
vyzdžius, kurie užmaskuota forma dažnai kartojasi dviejuose 
pirmuosiuose skyriuose. 


1. Lygybę 
0-7=0-8 
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supaprastinę iš bendro daugiklio 0, įsitikiname, kad 


T=8. 
2. Ištraukę kvadratinę šaknį iš abiejų lygybės 
(-a4*=(+a) 
pusių, gauname: 
—a= +. 


3, Duotos dvi pirmojo laipsnio lygtys su dviem nežinomaisiais: 


x+y=l, 
x+y=2. 
Iš jų išvedama, kad 

LŽ) 


Suprantama, sofizmas, tinkantis penktaklasiams, vyresnių 
klasių mokiniams greičiausiai sukels šypseną. Prisimenu Žinomą 
juokais sakomą klausimą: kaip įrodyti, kad 45—45 =457! 

4. Turime: 


9+8+7+6+5+44+341+2+1 =45, 
1+24+3+4+5+6+7+84+9=45. 


Atimkime antrąją eilutę iš pirmosios. Pradėkime nuo galo, 
pasinaudodami žinoma taisykle. Kadangi 9 negalima atimti iš 
1, pasiskoliname 1; 11 minus 9 lygu 2. Atimti 8 iš 2 taip pat ne- 
galima, vėl pasiskoliname 1; 11 minus 8 lygu 3. Ir toliau taip ati- 
minėdami, gauname: 12 minus 7 lygu 5; 13 minus 6 lygu 7; 14 
minus 5 lygų 9; 5 minus 4 lygu 1; 7 minus 3 lygų 4; 8 minus 2 
ygu 6; 9 minus 1 lygu 8. Tuo būdu gauname 


8+6+411191+7+5+3+2=45. 


Vadinasi, įrodėme, kad 45—45 =45. 

Be abejo, negalima sakyti, kad ir kai kurie iš tų sofizmų, ku- 
riuose klaida aiški kaip ant delno, nėra savaip žavūs. Štai kele- 
tas tokių pavyzdžių. 

5. Pirmiausia papasakosiu vieną žinomą Istoriją. Vienas 
asmuo pirko parduotuvėje paveikslą už 15 markių. Kitą dieną 
pirkėjas grįžo į parduotuvę ir pareiškė noris paveikslą pakeisti. 


1 Šis pavyzdys ir kai kurie kiti įvado pavyzdžiai paimti iš to paties au- 
toria us knygos, nurodytos išnašoje 21 psl. 
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Išsirinkęs kitą paveikslą, kainuojantį 30 markių, jis norėjo išei- 
ti iš parduotuvės, nieko nesumokėjęs. Parduotuvės savininkas 
sustabdė pirkėją. „„Gerbiamasis“ — atšovė gudruolis, — aš gi 
grąžinau Jums 15 markių vertės paveikslą ir dar vakar Jums su- 
mokėjau 15 markių. Iš viso tai ir yra 30 markių. Mudu atsiskai- 
te!“ 

6. Ne mažiau pamokomas šitoks sofizmas. Dažnai sakoma, 
kad senovėje žmonių kur kas mažiau, negu dabar. Paprasčiau- 
sias skaičiavimas parodo, kaip giliai klystama. Tarkime, kad šiuo 
metų pasaulyje gyvena n žmonių. Kiekvienas jų turėjo tėvą ir 
motiną, t. y. du tėvus, o šie vėl kiekvienas turėjo po du tėvus; 
taigi antrosios eilės protėvių kiekvienas mūsų amžininkas turėjo 
po 4. O p-osios eilės protėvių gausime kiekvienam po 27. Dabar 
tarkime, kad nauja karta atsiranda kas 30 metų (tai, veikiausiai, 
net ilgsnis tarpas, negu iš tikrųjų). Tada prieš 30 - p metų gyve- 
no po 2? kiekvieno mūsų amžininko protėvių. O imdami n am- 
žininkų, protėvių gausime n + 27. Kadangi 210 apytiksliai lygu 
1000, tai prieš 300 metų Žemės gyventojų skaičius turėjo būti 1000 
kartų didesnis, o prieš 600 metų — netgi 1 000 000 kartų dides- 
nis ir t. t. 

7. Lygtį 


(5— 3x) (7 —2x)= (11 — 6x) (3 — x) 
vienas mokinys išsprendė šitaip: 
5-3x+7-2x=1] —-6x1+3-x: 


12-5x=14-—7/x; 
2x=2; 
x=]. 
Patikrinęs jis gavo: 
2-5=5-2. 
8. Kitas mokinys suprastino trupmenos k ta laipsnio ro- 
diklius 2, gavo trupmeną 125 , ir šitaip išsprendęs, gavo teisingą 


atsakymą. 


Sofizmą galima suformuluoti ir kaip klausimą. Tokiu atve- 
ju atsakantysis privalo sofizmą atskleisti. Bet dažnokai įis nė ne- 
pastebi sofizmo, ypač kai tas sofizmas suformuluojamas pratimo 
forma, o klausiantysis yra Žodžio meistras. 
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9. Paklausus, kiek kainuoja pati knyga ir kiek jos viršelis, jeigu 
knyga su viršeliu kainuoja 11 markių, o pati knyga 10 markių 
brangesnė už viršelį, daugelis menkų matematikos žinovų atsa- 
ko: knyga be viršelio kainuoja 10 markių, o viršelis — 1 mar- 


10. Vienas asmuo pirko krautuvėlėje prekių už 6 markes. 
Jis padavė krautuvininkui 10 markių banknotą. Krautuvininkas 
neturėjo grąžos, todėl iškeitė pinigus, nuėjęs pas kaimyną, o 
po to grąžino pirkėjui 4 markes. Kitą dieną kaimynas atnešė krau- 
tuvininkui tas 10 markių, nes paaiškėjo, kad jos padirbtos. Krau- 
tuvininkas, be atiduotų pirkėjui 4 markių, dar 10 markių turėjo 
atiduoti kaimynui. Kiek pinigų jis nustojo? Neapdairus mokinys 
pirmiausia pasakys, kad krautuvininkas nustojo 14 markių, pas- 
kui dar pridės nuostolius už parduotas prekes, nė minutėlei nesu- 
simąstęs apie tai, kad jis jau yra gavęs iš kaimyno 10 tikrų markių. 

11. Greitasis traukinys, vykstantis iš Leipcigo į Berlyną, 
pakeliui susitinka su keleivinių traukinių, vykstančiu iš Berlyno 
į Leipcigą. Greitasis traukinys važiuoja 80 km/h, o keleivinis — 
40 km/h greičiu. Kuris traukinys yra toliau nuo Berlyno — grei- 
tasis ar keleivinis? Apklauskite savo pažįstamus, ir būsite nu- 
stebinti, kad ne vienas paklius ant šios „„meškerės““. 


* * $% 


Ypatingą grupę sudaro sofizmai, kuriuose visiškai klaidingu 
keliu gaunamas teisingas rezultatas. Su tokiais sofizmais jau esa- 
me susipažinę 7 ir 8 punktuose. Juose apstulbina tai, kad vietoj 
lauktos nesąmonės gaunamas teisingas atsakymas. Pateiksiu 
dar du tokių sofizmų pavyzdžius. 

Al ; CAE Fogh 

12. Trupmenas ba ir a galime nebaudžiami „,suprastinti“ 
iš 6 ir gauti teisingą rezultatą. 


13. Išraiškoje V 5 2 galime iškelti prieš šaknies ženklą 5, 


o reiškinyje V 12 is galime iškelti 12. Iš tikrųjų 


5 "5 PES UA €12 
Pastaruosius pavyzdžius galime apibendrinti: 


n+ = Po 
n+ nš-— | =n m-i a 
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Dviejuose tolesniuose skyriuose nenurodyta, iš kur yra kilę 
labiausiai paplitę, dažnai sutinkami literatūroje sofizmai. Jeigu 
apie kurį nors sofizmą žinoma, kad jis yra naujas, tai paminimas 
jo autorius. Deja, daugelio sofizmų kilmė, kaip rodo Zenono pa- 
radokso istorija, žinoma labai mažai. Dauguma sofizmų perduo- 
dami iš lūpų į lūpas, kol kas nors jų neužrašo (dažniausiai neminė- 
damas autoriaus), ir retai pavyksta nustatyti, ar čia jis paskelbtas 
pirmą kartą, ar ir anksčiau kur buvęs aprašytas kokioje šeimyni- 
nėje kronikoje ar jaunimo žurnale. Sofizmams plisti padeda ir 
radijas, beje, neminėdamas šaltinių. 

Kaip gi, autoriaus nuomone, reikėtų skaityti toliau pateikia- 
mus sofizmus? Tiktai nusistebėti neteisingų rezultatu — per ma- 
ža. Būtina rasti ir suprasti klaidą. Visa tai palieku pačiam skaity- 
tojui, netgi užuominomis nieko nenurodau. Be to, man regis, ne- 
užtenka tiktai klaidą surasti. Pirštu bakstelėti į klaidą — dar ne 
viskas. Reikia pasistengti kuo glausčiau išdėstyti sofizmą, jį 
„įišlukštenti“ iš maskuojančio apvalkalo. Gal būtų tikslinga sa- 
varankiškai sugalvoti kitokią to paties sofizmo formuluotę. „Kai 
skaitau mąstytojo knygą, kurioje jis klysta, aš privalau rasti tą 
vietą, kurioje buvo išklysta iš teisingo kelio, aš privalau atsekti 
klaidos ištakas...“ — kalbėjo senas prancūzų moralistas Galija- 
nis. 

Matematikos istorijoje sofizmai suvaidino nemenką vaidmenį. 
Galima sakyti, kad kai kurie jų tapo naujų matematikos vystymo- 
si kelių ištakomis. - 


Ii. Aritmetika 


1. Žinome, kad 2 kg=2000 g, 
3 kg= 3000 g. 
Panariui sudauginę, gauname: 


6 kg=6000000 g. 
O dabar panariui padaliję, įsitikinsime, kad 


2 2 
2 —z———7— =  " l l 
V 2500 kp= V 50 kp-50 kp= |/ 5 rb- 5 rb= 
1 EAE RAS 
-Vr6-VB kp=5 kp. 
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Be to, 4 Tb=25 kp, todėl 
| 1 =V 5 ip, 
vadinasi, k rb=5 kp. 


3. Sudėję panariui du teiginius: 
1 katė turi 4 kojas, 
0 kačių turi 3 kojas 


(pastarasis teiginys reiškia: nėra tokių kačių, kurios turi po tris 
kojas), gausime šitokį stebėtiną rezultatą: 


| katė turi 7 kojas. 


4. Vienas tėvas mirdamas paliko 3 sūnums 17 kupranugarių. 
Jis prisakė taip pasidalyti kupranugarių bandą, kad vyriausiam 
sūnui tektų jos pusė, viduriniam — trečdalis ir jauniausiam — 
devintoji dalis. Kai sutrikę broliai svarstė, kaip gi pasidalyti pa- 
likimą, prie jų priėjo senis su nukaršusiu kupranugariu. Jis tuojau 
ėmėsi dalyti bandą ir dėl to pavedė brolių valiai savąjį kupranu- 
gari. Vyriausias brolis gavo iš dabar turimų 18 kupranugarių 9, 
antrasis 6, trečiasis — 2. O vienas kupranugaris atliko, — tiktai 
ne nukaršęs senio kupranugaris, o vienas iš įmitusių velionio 
kupranugarių. Su tuo kupranugariu patenkintas senis patraukė 
savais keliais. | 

5. Kiekvienas skaičius yra lygus dvigubam tam pačiam skai- 
čiui. Turime 


ai -=g až. 


Kairėje pusėje iškelkime prieš skliaustus a, o dešinę pusę pa- 
keiskime, pritaikę formulę 


(x +) (x—Y)=x*—y2. 
Gausime: 
a(a-a)==(a+a)(a—a). 


Pastarosios lygybės abi puses padaliję iš (2—a), rasime: 
a=2a. 


Šį sofizmą galime šiek tiek pakeisti. Tarkime, kad x=1; tada 
x*=|, arba x*—1] =0. Abi pastarosios lygybės puses padalykime 
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iš skirtumo x—1. Gausime x+1=Ū, t. y. x=—1. Tuo būdu, 
=—[|, arba 2a=0, vadinasi, bet kuris skaičius lygus nuliui. 


6. Visi skaičiai yra lygūs. Sakykime, a ir b — du bet kokie 
skaičiai ir, pavyzdžiui, a>b. Tada galime rasti tokį teigiamą 
skaičių c, kad būtų 


a=b+c. 

Padauginkime kiekvieną šios lygybės narį iš a—b: 
a-a-a-b=a-b+a-c-b-b-b-c; 
a-a-a-b-a-c=a-b-b-b-b-c, 

a(a—b-c)=b(a-b-c). 

Abi pastarosios lygybės puses padaliję iš a—b-—c, turėsime: 

a=b. 


7. 4=5. Vienoje Veimaro maudyklos kabinoje, kaip man 
pranešė, 1892 m. buvo rastas šitoks užrašas. 


Sakykime, 
a=b+c. 


Padauginkime abi puses iš 5: 


5a = 5b + 5c. 


Sudėkime panariui su lygybe 


4b + 4c = 4a 


ir iš abiejų gautosios lygybės pusių atimkime 9a. Gausime 


4b + 4c — 4a = 5b + 5c — Ba, 


arba 
4(b+c-a)=5(b+c-a). 


O iš čia jau išplaukia mūsų teiginys. 

8. „Lygybės“ 2 x2=5 įrodymas. Viena žinoma pjesė vadina- 
si „Dukart du — penki“. Jeigu pjesių kokybė proporcinga jų 
spektaklių skaičiui, tai toji pjesė, tikriausiai, puiki. Gaila, aš ne- 
žinau, ar toje pjesėje įrodinėjama, kad jos pavadinimas teisin- 
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gas. Kad ir kaip ten būtų „lygybę“ 2 x2=5 galime įrodyti arba 
analogiškai 7 pavyzdžiui, arba šitokiu būdu: 


16—36=25-—45; 


I6-364+ $- =25-454+2L 


1 
t-75- 7. 
| 4-5. 


9. Skaičiaus didumas nepakinta, prie jo pridėjus vienetą. Leng- 
va patikrinti, kad! 


n-—n(2n+1)=(1+1)*-(+1)(22 + 1). 
Iš čia 


nèn (2n + 1)+ (22) = 


b 


=(n+ [)2— (n+ 1) (2n +1) + (2 1 


(BE os 


2n+1 Inti | 
n- E entl E, 


n=n+1. 
10. 2= —2. Turime 
V-1-V-4=V(-I(-4)=V4=2. 
Kita vertus, 
V- i. V —-4=į.-9į= — 
nes V—1=i ir i?——1. Vadinasi, 2= -2. 
r 8 pavyzdys yra atskirtas 9 pavyzdžio atvejis. 
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Analogiškai galima įtikinti, kad bet kuris teigiamas skaičius 
yra lygus to paties modulio neigiamam skaičiui. Iš tiesų, remda- 
miesi šaknies traukimo taisyklėmis, gauname: 


V-a-V-a=V(-a)(-4)=Va?=a; 
V-a-V-a=(V-a)= ~a. 


Vadinasi, 
a= —a. 


11. i2=1/. Turime: y x—y=iŲVy-—x. Ši lygybė teisinga vi- 
soms x ir y reikšmėms. Vadinasi, 


Ya-b=iV/ b-a 
ir analogiškai 
Vb-a=iVa-b. 
Panariui sudauginę tas lygybės, gausime: 
VaZb-Vblasi Vba yT. 
Padaliję iš bendro daugiklio, turėsime 
Pal 


Ši faktą galime „irodyti“ ir kitaip. Kadangi 


tai 


Taigi 
12. i=1. Teiginį irodome, atlikę šitokius perdirbimus: 


4 4 4 4 
V2-V-1=V2-V(-IJ=Ų 2. 


13. Neigiamo skaičiaus logaritmas yra lygus atitinkamo tei- 
giamo skaičiaus logaritmui. Turime 


2 lg a =lg {(&)=lg ({ —a}) =2lg(—-9), 
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arba 
Iga=1g(-a). 


Pastarojo „įrodymo“ atskiras atvejis: 
skaičiaus —1 logaritmas lygus 0. Išlogaritmavę lygybę 


(- 1}? 7 l; 
gauname 
2lg(-1)=Ig1=0. 
Iš lygybės Ig (—1)=0 galime išvesti ir kitus neįtikėtinus tei- 
ginius. Pavyzdžiui, iš jos išplaukia, kad 
100= —1; 
kadangi kairioji lygybės pusė lygi !, tai 
1=—-l. 
14. Lyginiai skaičiai lygūs nuliu, nelyginiai — vienetui. 
Išlogaritimavę lygybę 
(- er 7 25 P 
gauname: 2n lg (—1)=lg 1 =0. Vadinasi, teisinga viena iš šių 


lygybių: 
2n=0 arbalg(—1)=0. 


Tačiau 
(—-1)M+1=-]; 
(21+1)Ig(—1)=Ig(- I); 
2n+>1=]. 
Vadinasi, 
2n =Q. 


15. +1=- 1. Tarkime, kad b yra teigiamas skaičius, nelygus 
I, o a yra toks skaičius, kad b° = — 1. Tada 


= +], 


bet 5*1, todėl 2a=0. Vadinasi, a=0, taigi b*= +1. Palyginę 
su pradine lygybe, matome, kad 


—|= +. 
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16. Zr=0. Kadangi 
cosp=c0s (2719), 
sin p=sin (21 +9), 
kad ir koks būtų kampas ọ, tai 
cos p + isin ọ = cos (27 + ọ) + isin (27 +9). 


Pakėlę abi lygybės puses i-uoju laipsniu ir pritaikę Muavro 
formulę!, gausime 


cos io +isin i= cos i (2r +ọ)+ isini (27 +9). 
Tarę, kad formulėje 
cos x +isinx=e!* 


x yra lygus ip, o po to i (Zn +9), ir remdamiesi aukščiau gautą- 
ja priklausomybe, rasime 


e? = 
iš Čia 
er =|, 21=0. 


17. r=0. Kadangi ¢"=-—1, tai e“"= +], Išlogaritmavę 
pastarąją lygybę, gausime 


2inlne= 0. 
Kadangi ln e=], tai 
2inr=0, r=0. 
Galime samprotauti ir šitaip: pagal Muavro formukk 
eė*=cosx+isinx, 

iš Čia, įrašę X =2m, gauname 

eid=|=ę, 

2ni= Ū. 


Jeigu skaitytojas nemano, kad x =0, tai jis turi sutikti su ly- 
gybe i=0, vadinasi, turi visiškai atsisakyti kompleksinių skaičių, 

18. Iš nelygybės a > b išplaukia nelygybė a > 2b (čia a ir b — bet 
kokie teigiami skaičiai). 


i (cos ọ +i sin ọ)”=cos nọ +i sin np. — Vert. past. 
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Nelygybės 
a>b 


abu narius padauginę iš b, gausime 
a-b>bž. 
Iš abiejų pastarosios nelygybės pusių atimkime a*: 
a-b-až>bž-a*. 
Padalykime visus narius iš b—a, tuomet gausime 
a>b+a. 


Dabar prie šios gana įdomios nelygybės pridėkime pradinę 
nelygybę. Gausime 


2a>2b+a 
a>2b. 


19. Bet kuris teigiamas skaičius yra mažesnis už nulį. Tarkime, 
kad n — bet kuris sveikasis teigiamas skaičius. Tada 


2n— 1 < 2n. 


Abi gautosios nelygybės puses padauginkime iš —a (čia a — 
bet kuris teigiamas skaičius) 


— Žan + a< — 2an. 


Pagaliau, prie abiejų nelygybės pusių pridėję 2an, gausime 


a<0. 
1 E d ER i 
20. F daugiau už +. Panariui sudauginę tapatybę 
| | 
IE 5= 15 
ir nelygybę 
3>2, 
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gausime: 


31g >>21g i 


e (Ei (3) 


113 112 
(>) > (>): 
Tai ir reikėjo įrodyti. 
21. —/> +/. Jeigu proporcijos 
b` d 
kairysis santykis didesnis už |, tai ir dešinysis taip pat didesnis 
už 1; kitaip tariant, iš nelygybės a>b išplaukia nelygybė c>4d. 
Pagrindinei proporcijos savybei 


a-d=b-c 


a c 


aišku, neprieštarausime, jeigu imsime 
a=], b= -l1, c=-1, d= +1. 


Čia a>b, vadinasi, ir c>d, t. y. —-1> +1. 
22. 1+1. Iš proporcijos 


išplaukia 


nes abiem atvejais vienavardžių narių sandaugos yra vienodos: 


ad= bc. 
Tarkime, kad proporcijoje 
3x-b _ 3a—4b 


3x—5b  3a-—8b 
x parinktas taip, kad lygybė būtų teisinga. Tada, pritaikę ankstes- 
nę taisyklę, gausime 


3a—4b _ 3x—3a+3b 
3a-8b — 3x—3a4+3b ` 
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Dešinėje pusėje gauname vienetą, o kairėje — trupmeną, ku- 
ri tikrai nelygi vienetui. 
23. +1=—1!. Iš proporcijos 


— 
—— 


išplaukia, kad 


a-b c-d. a c 


E — 1“ 17110 


(Tą lengvai galime patikrinti, pasinaudoję pagrindine proporcijos 
savybe). Pastarąjį rezultatą pritaikę lygčiai 


x+l || x-l 
a+641 atb- ’ 
gausime 
x—a—b _ x—a~b 
a+b+1  a+b-! ’ 


x+! x—l 


a4b-x a+b-x'` 


Abiem atvejais prieiname išvadą, kad +1=—- 1. 


ill. Algebra 


1. Duotos dvi lygtys: 
2x+y=8 ir x=2-Ž. 


Spręskime jas. Įrašykime x reikšmę iš antrosios lygties į pir- 
mąją. Gausime 
4-y+y=8. 
Iš čia 4=8. 
2. Lygtį 6x+25=]0x+15 vienas moksleivis išsprendė šitaip: 
3(2x-5) =5(2x-— 5). 
Vadinasi, 3=5. 
3, 
2 ] | 
l+x  x+2 t x+3 =0; 
(x+2)(x+3)—2(x+ 1) (x+3)+(x+1)(x+2)=0; 
x*+5x+6-2(x*7+4x+3)+x7+3x+2=0. 
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Vadinasi, 2 =0, 
4. 
l x l 
x+1 + x+2 + x+3 


(x +2) (x+3)+x(x+ 1) (x+3)+ (x+ 1)(x+2)= 
=(x+ !)(x+2)(x+3); 
x +5xX+6+x31+4x2+3x+x71+3x1+2=>5+6x7+ 1 x 16. 


Vadinasi, 2=(. 
S. Lygti 


1; 


x+5 = 4x — 40 
x-7  13-x 


vienas moksleivis išsprendė šitaip: 


x+5—5(x—7) 4x-40. 


x-7 13-x * 
4x—40 _ 4x—40 
x-7  I3=x ?’ 
4x—40 _ 4x—40 
7=x  13—=x ? 


ir priėjo išvadą, kad 7 =13. 
6. Lygti 
3(5x+4) 4 | x—67 


-æ =. Z- 


x(x+6) x  (x+6)(x-5) 
vienas moksleivis išsprendė šitaip: 
3(5x4+4)(x-5)-4(x+6)(x—5)=x(11x —67); 
15x? — 63x — 60 — 4x? — 4x + 120 = 11x2 — 67x; 
60 =0. 
7. Norėdami palyginti dvi funkcijas 


3x2—15x+ 18 
Ji (X) = 2777 > 


 Sxt- 15x+18 
Ja 0) =a F310 
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ir atsakyti į klausimą, kur susikerta jų grafikų kreivės, sudaryki- 
me lygtį 
3x3—15x+18 _ 3x2—-15x+18 
2x—4 ~ @ê+3x—l0 | 


Iš jos išplaukia, kad 
xž+3x—10=2x—4; 
x*+x=6; 
x = +2; x= —-3. 


Ar tai tikrai sprendinys? 
8. Bet kokie du skaičiai yra tarpusavyje lygūs. Duota lygtis 


(x—a)*=(x—b)*. 
Ištraukime iš abiejų jos pusių kvadratinę šaknį: 
x-a=x-b. 
Vadinasi, a=b. 

Kai kurie skaitytojai gali pasakyti, kad x—a#x—b, jeigu 
ab, vadinasi, (x-a)**(x—b)?, t. y. duotoji lygtis neturi pras- 
mės. O vis dėlto ji turi sprendinį. Iš tiesų 

xX — 2ax +a? = x? — 2bx +b’; 
2x (a—b)=a°-—b?; 


_ a+b 
S 


9. Reikia išspręsti lygtį V x+x =2. Kadangi 


V x=2-x, 

tai 
x=4—-4x4+ 32. 
xž-5x+4=0; 


Įrašę į duotąją lygtį pirmąją šaknį, gausime 6=2. 
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10. Reikia išspręsti lygtį 


3V x+x+2=0. 
Kadangi 
3Vx=-x-2, 
tai 
9x=x? + 4x+4, 
x?—5x+4=0, 


Q= G E 1 4, X =. 
Įrašę į duotąją lygtį pirmąją šaknį, gausime 
12=0. 
Įrašę į duotąją lygtį antrąją šaknį, gausime 
6=0. 
11. Reikia išspręsti lygtį 
Vx-9+Vx-4=Vx-7+Vx-—6. 
Pakėlę abi puses kvadratu, turėsime 
x-9+2V (x-9) (x—-4)+x-4= 
=x-7+2V (x-7) (x-6) +x-6. 


Atmeskime abiejose lygties pusėse lygius narius ir vėl pakelkime 
kvadratu. Gausime 


(x—9) (x — 4) = (x — 7) (x — 6); 
x? — 13x +36 = x? — 13x + 42; 


36 =42; b=7. 
12. Duotos dvi antrojo laipsnio lygtys su dviem nežinomai- 
siais: 
—3xy+y*=4, (1) 
x? + 2xy — 3y? =9. (2) 


84 


Sudauginkime jas „kryžmiškai“: 
9 (2x? — 3xy + y?) = 4 (x? + 2xy — 37?) ; 
14x3 —35xy+ 2ly? =0. 
Suprastinę iš 7, gausime 
2x? — 5xy 1+3y*=0. 
Abi pastarosios lygties puses padaliję iš y*, turėsime kvadratinę 
lygti, kurios nežinomasis bus ž) i 


2 (Z) -5% +3=0. 
J V 
Tos lygties šaknys šitokios: 
* a1 L. (Va 
(Ž),-1 27 (ž), l. 
Įrašę reikšmę x=1-5 y, pavyzdžiui, į (I) lygtį, gausime šaknis 


Y.a= 22, A, a= tÒ. 
Tačiau jeigu mes įrašysime antrąjį sprendinį atitinkančią reikšmę 
x=y, tai pirmoji lygtis pavirs 0=4, o antroji — 0=9. Gana 
nuostabūs rezultatai! 
13, 
b a+b 
c atei 


Lygčių sistemai 


x-aże b 


y-a4b c? 
x+c _ a+b 
. +b a+c 


pritaikykime proporcijos savybę, kurią minėjome praeito sky- 
relio 22 pavyzdyje: 


Vadinasi, trupmenos 2 ir ate yra tarpusavyje lygios netgi tuo 


atveju, kai skaičius a #0. 


14. Reikia išspręsti lygtį 
1,3247* + 1,3247*+1 + 1,3247**2 = 32478. 


Iš lygties 
x+(x+1)+(x++2)=6 
gauname 
3x1+3=6; 
x=l. 


Patikrinę įsitikiname, kad sprendinys teisingas. 
15. Reikia išspręsti lygtį 


HEFE- 


Iš lygties 
2x+x=3 


gauname 
x=l. 


Patikrinę įsitikinsime, kad šaknį radome teisingai. 


IV. Tikimybių teorija 


(4 


1. ŽŽ „Kiekvienos monetos vienoje pusėje matome skai- 
čių (S), o kitoje — herbą (H). Kokia yra tikimybė, kad, du kar- 
tus išmetus monetą, bent kartą ji nukris herbu į viršų? Atsakymą, 
suprantama, turėtume gauti tokį pat, du kartus išmetę tą pačią 
monetą arba iš karto išmetę dvi monetas. Panagrinėkime pirmą- 
jį atvejį. Pirmą kartą išmetus, moneta nukris arba herbu į viršų 
(palankus įvykis), arba skaičiumi į viršų. Po to vėl išmetę mone- 
tą, vėl pamatysime viršujė arba herbą, arba skaičių. Du palankius 


įvykius atitinka vienas nepalankus. Vadinasi, tikimybė lygi 5 - 


Dabar panagrinėkime antrąjį atvejį, kai išmetame kartu 
dvi monetas. Šiuokart galimi keturi skirtingi įvykiai, kuriuos 
mes trumpai pažymėsime HH, HS, SH ir SS. Laukiami trys įvy- 


kiai. Vadinasi, tikimybė išmesti monetą herbu į viršų lygi 7: 
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2. $ z , Metame iš karto tris monetas. Kokia tikimybė, kad 
jos visos trys nukris ta pačia puse į viršų (vis tiek, herbu ar skai- 
čiumi)? Tikimybė, kad visos trys monetos nukris skaičiumi į vir- 


3 : . 
šų, yra lygi (z) = 5 : tikimybė, kad visos trys monetos nukris her- 


bu į viršų, taip pat yra lygi (5) = 5 „Tikimybė, kad įvyks vie- 
f f : Å | | 
nas iš tų įvykių, lygi 37874: 

To paties įvykio tikimybę galime apskaičiuoti ir samprotau- 
dami šitaip. Bet kaip išmetus monetas, visada dvi iš jų nukris 
ta pačia puse, herbu arba skaičiumi į viršų. Tikimybė, kad ir tre- 
čioji moneta nukris ta pačia puse, lygi vienai antrajai. Vadinasi, 


mūsų laukiamo įvykio tikimybė lygi I z= 7- 

3. Yra tik vienas lyginis pirminis skaičius, o nelyginių pir- 
minių skaičių — be galo daug. Todėl tikimybė, kad laisvai pasi- 
rinktas pirminis skaičius bus lyginis, yra = 0. Vadinasi, visiš- 
kai neįmanoma, kad kuris nors pirminis skaičius būtų lygus 2! 

Didžiausias šiuo metu žinomas pirminis skaičius yra! 


2127 — 1 = 170 141 183 460 469 231 687 303 715 884 105 727. 


Vadinasi, visų matematikams žinomų pirminių skaičių skaičius 
yra baigtinis. Pažymėkime jį n. Tačiau, kaip įrodė dar Euklidas, 
pirminių skaičių yra be galo daug. Vadinasi, tikimybė, kad atsi- 
tiktinai pasirinktas pirminis skaičius priklausys žinomų pirminių 


skaičių aibei, yra lygi —=0, kitaip tariant, bet kuris pirminis 


skaičius, su kuriuo kada nors mums teks susidurti, turi priklau- 
syti dar nežinomų pirminių skaičių aibei. 
Í z S E as 

4. “373: Bertranas išsprendė šitokį uždavinį ir gavo 
tris skirtingus atsakymus. Turime apskritimą ir nubrėžiame bet 
kokią jo stygą. Kokia yra tikimybė, kad ji bus ilgesnė už įbrėž- 
to į tą apskritimą lygiakraščio trikampo kraštinę? 

a) Fiksuokime vieną stygos galą, ir tebus jis viena iš lygia- 
kraščio įbrėžtinio trikampio viršūnių. Styga bus ilgesnė už to 
trikampio kraštinę, jeigu ji praeis trikampio kampo viduje. Visų 

1 Pastaruoju metu žinomi kur kas didesni pirminiai skaičiai (Žr., pvz., 
J. Perelmano knygą „Įdomioji algebra“). Tačiau vis tiek mums žinomų pir- 
minių skaičių yra baigtinis skaičius. — Rus. vert. red. past. . 
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galimų krypčių skaičius sutinka su palankių krypčių skaičiumi, 
kaip 180“ sutinka su 60“, taigi ieškomoji tikimybė M=3. 

b) Laisvai nubrėžkime skersmenį 2r ir panagrinėkime jam 
statmenų stygų aibę. Iš tų stygų tiktai tos bus ilgesnės už įbrėžti- 
nio lygiakraščio trikampio kraštinę, kurios eis per skersmens 


taškus, nutolusius nuo skritulio centro daugiau kaip 7- Vadina- 
si, ieškomoji tikimybė w= F 

c) Panagrinėkime visų galimų skritulio stygų vidurio taškus. 
Nubrėžkime spindulio 5 apskritimą, koncentrinį duotajam. Tos 


stygos, kurių vidurio taškai pateks į mažesniojo apskritimo vi- 
dų, bus ilgesnės už įbrėžtinio lygiakraščio trikampio kraštinę. 


Kadangi mažesniojo skritulio plotas bus lygus 7 duotojo skritu- 
lio ploto, tai W=3. 
5. Du būdai pinigams išlošti Monte Karle!. 
1) Pasirenkame tokį lošimą, kuriame tikimybė laimėti lygi 
“ (pavyzdžiui, lošimas raudona-juoda). Pirmąją dieną statome 


10 frankų, jeigu laimime, — vėl 10 frankų, vėl laimėję, — vėl 
10 frankų, ir t. t. Pirmą kartą pralaimėję, tą dieną daugiau nebe- 
lošiame. Šitaip elgiamės ilgą laiką. Per vieną dieną galima pra- 
laimėti 10 frankų, o laimėti galime 10 frankų, 20 frankų ir t. t., 
žiūrint kiek kartų statę vieną du, tris ir t. t., nutrauksime lošimą. 
Kadangi vieną kartą išlošti ir pralošti yra vienoda tikimybė, tai 
visais atvejais lošėjas, lošiantis du arba daugiau kartų per dieną, 
turi daugiau šansų išlošti, negu pralošti. 

2) Vėl pasirenkame tokį lošimą, kuriame tikimybė išlošti 
lygi 3 Statome 10 frankų ir, jeigu laimime, pakartojame tai. 


Jeigu pralaimime, statome 20 frankų. Jeigu po to laimime, tai bend- 
ras laimėjimas lygus 10 frankų, nes mums išduodama 40 frankų, 
o įdėjome tik 30 frankų. Tokiu atveju vėl statome 10 frankų ir 
toliau Iošiame, kaip iš pradžių. O jeigu pralošiame du kartus, 
tai statome 40 frankų. Jeigu šį kartą išlošiame, tai mums išduoda 
80 frankų, o iš viso buvome įdėję į banką 10 fr. +20 fr. +40 fr. = 
=70fr.,ir vėl iš viso išlošiame 10 frankų. Tačiau jeigu ir trečią 
kartą pralošiame, tai statome 80 frankų. Jeigu tąkart išlošiame, 


1 Antrasis būdas žinomas Peterburgo paradokso pavadinimu, 
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mums išduodama 160 frankų, nors buvome įdėję 150 frankų. Ši- 
taip lošiame ir toliau. Kadangi, visą laiką statydami ant tos pačios 
spalvos, galų gale vis tiek bent kartą išlošime, tai pagaliau turėsi- 
me nors nedidelį, bet garantuotą 10 frankų laimėjimą. 
Lošdami abiem metodais, garantuotai išlošime, nors tikimy- 


Saka ui A | 
bė išlošti tėra 7 


V. Planimeirija 


1. Dvi tiesės nesusikerta netgi tuo atveju, kai jos nėra lygia- 
grečios!. 

Kirskime duotąsias tieses a ir b tokia trečia tiese c taip, kad 
ji sudarytų su tiesėmis a ir b vienodus smailius kampus toje pa- 
čioje tiesės c pusėje (55 pav.). Suprantama, tiesių a ir b susikir- 


55 pav. 


timo taškas negali būti toje tiesės c pusėje, kurioje kampai buki, 
todėl nagrinėkime tiktai pusplokštumę su smailiais kampais. 
Tiesės c susikirtimo su tiesėmis a ir b taškus pažymėkime A ir B. 
Tiesėje a atidėkime atkarpą AC, lygią atkarpai AB/2, o tiesėje 
b — atkarpą BD, taip pat lygią AB/2. Taškas C negali sutapti 
su tašku D, nes kiekviename trikampyje dviejų kraštinių suma 
yra didesnė už trečiąją kraštinę. Tuo labiau atkarpos AC ir BD 
negali turėti bendro taško S, nes priešingu atveju trikampyje 
SAB dviejų kraštinių suma būtų mažesnė už trečiąją kraštinę. 
Dabar, taškus C ir D sujungę atkarpa, gausime lygiašonę trape- 
ciją AB DC. Vėl pakartoję tą patį su atkarpa CD, gausime atkar- 
pa EF. Šitaip galime braižyti vis tolyn ir tolyn, ir kiekvieną kar- 
tą žengtelėsime žingsnelį į priekį, bet niekada negausime tiesių 
a ir b susikirtimo taško. Vadinasi, tiesės a ir b nesikerta. 


1 Sofizmas priskiriamas Proklui iš Bizantijos (412—485), Atėnai. 
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2. Jeigu vieno trikampio dyi kraštinės ir prieš vieną iš tų kraš- 
tinių esantis kampas atitinkamai lygus kito trikampio dviem kraš- 
tinėms ir prieš atitinkamą kraštinę esančiam kampui, tai tokie 
trikampiai yra lygūs. 

Sakykime, duoti trikampiai ABC ir A'B'C", be tot, BC=B'C, 
AB=A'B' ir «=x'. Pridėkime AA'B'C' prie A4BC taip, kad 
viršūnė B' sutaptų su viršūne B, o viršūnė C' — su C. Sujunkime 
viršūnes A ir A'. ABAA" yra lygiašonis, nes BA=BA'; todėl 
Z BAA' = / BA'A. Kadangi x=x", tai /CAA'=/CA'A (56 ir 
57 pav.). Vadinasi, ACAA’ — lygiašonis, todėl C4=C4'. Taigi 


To 


56 pav. 57 pav. 


trikampiai ABC ir A'B'C" yra lygūs (pagal trečiąjį trikampių ly- 
gybės požymį). Papildoma sąlyga (paprastai nurodoma teore- 
mos formuluotėje), kad minimas kampas turi būti prieš dides- 
niąją kraštinę nebūtina, — tą matome iš 57 paveikslo. 


A 


58 pav. 


3, Kiekvienas trikampis yra lygiašonis. Sakykime, ABC yra 
bet koks trikampis. Nubrėžkime kampo A pusiaukampinę ir 
iškelkime statmenį iš kraštinės BC vidurio taško D (58 pav.). 
Šios dvi tiesės susikerta, — priešingu atveju, jeigu jos būtų ly- 
giagrečios, trikampis būtų lygiašonis ir daugiau nieko nereikėtų 


1 Čia ir toliau raidėmis «, B, y autorius žymi A4B8C kampus, kurių vir- 
šūnės atitinkamai yra A, B ir ÇC. — Rus. vert. red. past. 


90 


įrodinėti. Pažymėkime jų susikirtimo tašką M. Pirmiausia iš- 
nagrinėkime tą atvejį, kai taškas M atsiduria trikampio viduje. 
Iš taško M į kraštines AB ir AC nuleiskime statmenis MF ir ME. 
Tada 

A AFM = A AEM, (1) 


A MDB= A MDC. (2) 


Iš (1) išplaukia, kad MF=ME, o iš (2) — kad MB=MC; 
todėl 


A MBF = A MCE. (3) 

Iš (1) ir (3) matome, kad 
AF = AE, (4) 
FB= EC. (5) 


Sudėję (4) ir (5) lygybes, gausime teiginį, kurį norėjome įro- 
yti: 
AB= AC. 


Jeigu kampo A pusiaukampinė susikerta su kraštinei BC stat- 
mena tiese ne trikampyje ABC, o jo išorėje, kaip parodyta 59 
paveiksle, tai teiginys įrodomas analogiškai, tiktai (4) ir (5) lygy- 
bes reikia ne sudėti, o vieną iš kitos atimti. 

Iš įrodytosios teoremos tiesiogiai išplaukia išvada, kad visi 
trikampiai yra lygiašoniai. 

4. Statusis kampas lygus bukajam. Panagrinėkime keturkam- 
pi ABCD (60 pav.). Jo / A yra statusis, kraštinės AD ir BC vie- 
nodo ilgio, o Z ABC — buūkasis. Per kraštinių AB ir DC vidurius 


A 


60 pav. 


nubrėžkime joms statmenis; jie susikirs tam tikrame taške S. 
Tašką S sujunkime su visomis keturkampio viršūnėmis. Tada 
SA=SB ir SD=SC, todėl 


A SAD= A SBC. 

Iš čia 
£ SAD= / SBC. 

Iš pastarosios lygybės panariui atėmę lygybę 
< SAB= / SBA, 


įsitikinsime, kad pradžioje nurodytas bukasis kampas ABC lygus 
stačiajam kampui BA D. 

5. Jeigu dvi priešingos keturkampio kraštinės yra lygios, tai 
kitos dvi — lygiagrečios. Sakykime, ABCD yra keturkampis, 
kurio priešingos kraštinės AB ir CD lygios (61 pav.). Per krašti- 
nės AD vidurio tašką E ir kraštinės BC vidurio tašką F nubrėžki- 
me joms statmenis. Sakykime jie susikirs taške S. Iš tikrųjų, jei- 
gu tie statmenys būtų lygiagretūs, tai kraštinės AD ir BC taip pat 
būtų lygiagrečios ir mūsų teiginys būtų jau įrodytas. Dabar įro- 
dysime, kad ESF yra tiesė, o iš to padarysime išvadą, kad AD ir 
BC — lygiagretės. Tašką S sujunkime su keturkampio viršūnė- 
mis. Frikampiai SAE ir SDE, kaip ir trikampiai SBF ir SCF, yra 
lygūs; kadangi, be to, AB = DC, tai AS4B=AS DC. Iš trikam- 
pių lygybės išplaukia kampų lygybė: 


Z ESA = Z ESD, (1) 
/ ASB= / DSC, (2) 
Z ASF= / CSF. (3) 


Sudėję panariui šias lygybes, pamatysime, kad ESF lygus 
180". Taigi mūsų teiginys įrodytas. 


Beje, reikia dar pridurti vieną pastabą. Mes išnagrinėjome 
atvejį, kai statmenų susikirtimo taškas S yra keturkampio viduje. 
Tačiau taškas S, žinoma, gali būti ir ne keturkampyjęe. Toks at- 
vėjis atvaizduotas 62 paveiksle. Tuomet teiginys įrodomas ana- 
logiškai, tiktai pabaigoje, įrodinėjant, kad tiesės SE ir SF sutam- 
pa, užuot sudėjus visas tris lygybes, reikia sudėti (2) ir (3) lygybes 
ir įsitikinti, kad SF, kaip ir SE, yra kampo AS D pusiaukampinė, 
ir štai todėl tos tiesės sutampa. 

6. Stačiojo lygiašonio trikampio smailusis kampas lygus 60“. 
Sakykime, ABC yra lygiakraštis trikampis, o DBC — lygiašonis 
trikampis, nubraižytas toje pačioje atkarpos BC pusėje (63 pav.). 
Kraštinėje AC atidėkime atkarpą CH =C D. Tašką H sujunkime 
su kraštinės BD viduriu K ir brėžkime tiesę HK, kol ji susikirs 


0 


63 pav. 


taške L su kraštinės BC tęsiniu. Sujunkime taškus L ir D. Per 
atkarpos LD vidurio tašką M brėžkime jam statmenį; pastarasis 
susikirs sų atkarpai LH statmena tiese, nubrėžta per jos vidurį! 


1 Brėžinyje taškai N ir K yra labai arti vienas kito. 
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N, tam tikrame taške O. Sujunkime tašką O su taškais C, D, 
H ir L. Tada OD=0Ọ0L ir OL=OH. Be to, CD=CH, todėl 
AOCH=A0OCD. O iš čia išplaukia, kad lygiašonio trikampio 
smailusis kampas DCB lygus lygiakraščio trikampio kampui. 
7. Statusis kampas lygus 45°. Sakykime, ABC yra lygiašonis 
statusis trikampis (64 pav.). Nubrėžkime DC | BC ir DC=AC. 
Kraštinės AB vidurį pažymėkime E. Tiesė DE kerta kraštinės 


64 pav. 


BC tęsinį tam tikrame taške F. Per kraštinės AF vidurį G ir kraš- 
tinės FD vidurį H nubrėžkime statmenas toms kraštinėms tie- 
ses. Tie statmenys susikirs taške K. Pagaliau tašką K sujunkime 
su taškais F, A, D.ir C. Tada 


NFGK= A AGK, 


todėl 
FK= AK: 
o 
A FHK= A DHK, 
todėl 


FK = DK. 
Vadinasi, AK = DK. Trikampiuose ACK ir DCK 
AK= DK, AC= DC, KC — bendra kraštinė. 
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Vadinasi, 

NACK= A DCK, 
o todėl 

Z ACK= / DCK. 


Atėmę iš abiejų pusių / CBK, gausime 


Z ACB= / DCB, 


45° = 90°. 


8. Trikampį su dviem stačiaisiais kampais galima nubraižyti 
šitaip (65 pav.). Du apskritimai, kurių centrai yra A ir B, susiker- 
ta taške C. Nubrėžkime skersmenis CAD ir CBE ir sujunkime 
taškus D ir E. Tiesė DE vieną apskritimą kerta taške F, o kitą — 
taške G. Kampai CFE ir CG D (besiremiantys į skersmenį) yra sta- 
tūs, vadinasi, ACFG turi du stačiuosius kampus. 


65 pav. 


9, Geometrinis įrodymas, kad 64=65. Iškirpkime iš mili- 
metrinio arba kitokio langeliais padalyto popieriaus du trikampius, 
kurių statiniai lygūs 3 ir 8 vienetams, ir dvi stačiąsias trapecijas, 
kurių lygiagrečios kraštinės yra 3 ir 5 vienetų ilgio, o atstumas 
tarp jų — 5 vienetai (66 pav.). Jeigu visas tas figūras sudėsime 
taip, kaip parodyta 67 paveiksle, tai gautosios figūros plotas 
bus lygus 64; o jeigu jas sudėsime taip, kaip parodyta 68 paveiks- 
le, tai, kaip matome, gausime 65 kvadratinių vienetų ploto fi- 
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gūrą. Iš tų pačių figūrų dar galima sudėti ir tokią figūrą, kurios 
plotas bus 63 vienetai. Kaip tai padaroma!? 

10. Lygiakraščio trikampio plotas lygus nuliui. 

Lygiakraštį trikampį ABC (69 pav.) transformuokime kvadra- 
tu. Nuleiskime aukštinę AD ir nubaižykime stačiakampį ADCE, 
kurio plotas būtų lygus trikampio ABC plotui. Pratęskime aukš- 
tinę AD už taško D atkarpa DF, lygia atkarpai CD, ir nubrai- 
žykime pusapskritimį, kurio skersmuo būtų AF. Pusapskritimis 


1 Šį sofizmą matematiškai išnagrinėjo M. Bušas. Dviejų įvairiai su- 
karpytų stačiakampių kraštinės gali būti ne tik tokios, kaip čia nurodyta, 
t. y. 8-8 ir 5- 13, bet ir bendru atveju atkarpos b,c ir a, d, tenkinančios šias 
lygtis: d=a+b ir b-c=a - d41. Pastarųjų lygčių sprendiniai yra, pavyz- 
džiui, visos tinkamos trupmenos iš tolydinės trupmenos, as S O 

ir Ds E is 3 5 
pa piūvį“. Tinkamos trupmenos yra g’? 3? 59 p? Bon 
ETARTE Štai, pavyzdžiui, ką tik nagrinėtu atveju susidūrėme su trupme- 


„5. 8 a n 
nomis g E 15: Tačiau šios tinkamos trupmenos — tai dar ne visi spren- 


diniai. Pavyzdžiui, pora 11-5=55 ir 9-6=54 taip pat tinka tokiam sofizmui 
sudaryti, nors jos ir negausime, nagrinėdami minėtos tolydinės trupmenos 
tinkamas trupmenas. 
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kirs CD tęsinį kažkuriame taške G. Kadangi GDž=AD - DF, 
tai kvadratas GDJH yra lygiaplotis su trikampiu ABC, kaip ir 
stačiakampis ADCE. Pastumkime trikampį CEA išilgai tiesės 
AC taip, kad viršūnė C atsidurtų taške K, viršūnė E — taške 
H ir viršūnė A — taške L. Tada įsitikinsime, kad kvadratą GHJ D 
galima sudėti iš figūrų CLJ D ir jai lygios figūros BMJ D. Vadi- 
nasi, kvadratas GHJ D yra lygiaplotis su trapecija CBML. Tačiau 
kartu tas kvadratas lygiaplotis su trikampiu ABC, todėl lygia- 
kraščio trikampio ALM plotas lygus nuliui, o tą ir reikėjo įrodyti. 


11. Jeigu tikampį kirsime tiese, lygiagrečia vienai jo kraštinei, 
tai tos tiesės atkarpa tarp kitų dviejų kraštinių bus lygi pirmajai 
kraštinei (T0 pav.). 

Turime: 

BC: DE = AB: AD, 


arba 
BC-AD= DE. AB, 


Pastarąją lygybę padauginę iš BC — DE, gausime: 
BC?.AD-BC-AD-DE=BC-DE-AB- DE*.AB; 
BC*-AD-BC.-DE-AB=BC-AD-DE-— DE? . AB, 
BC (BC . AD — DE . AB) = DE (BC . AD — DE - AB), 

iš čia 
BC =DE. 


4. Kur klaida? 97 


Išvada. Iš įrodytosios „taisyklės“ išplaukia, kad AD= AB, 
t. y. bet kuri atkarpa yra lygi jos daliai. 

12. Atkarpos dalis yra lygi visai atkarpai. Sakykime, / x yra 
įvairiakraščio trikampio ABC didžiausias kampas (71 pav.). Ta- 


A A 


= TO pav. 71 pav. 


da /B — smailusis. Atidėkime /BAD, lygų /y. Iš viršūnės A 
į kraštinę BC nuleiskime statmenį AE. Tada 


AABCo A DBA. (1) 


Panašių trikampių plotai sutinka, kaip atitinkamų kraštinių kvad- 
ratai, todėl 


A ABC: A DBA = AC?: AD?. (2) 
Be to, abu tie trikampiai turi tą pačią aukštinę AE (jų pagrindais 


laikome BC ir BD), todėl jų plotai sutinka kaip pagrindai BC ir 
BD. Tuo būdu gavome proporciją 


AC: AD? 
BC "BD" (3) 


Kampas, esantis trikampyje ABC prieš kraštinę AC ir trikampyje 
ABD prieš kraštinę AD, — smailusis. Dabar pritaikykime teore- 
mą: prieš smailųjį kampą esačios kraštinės kvadratas lygus kitų 
dviejų kraštinių kvadratų sumai minus dviguba sandauga vienos 
iš tų kraštinių ir antrosios projekcijos joje. Gausime 


AB'+BC'-28C-BE  AB'+BD*-2BD -BE (4) 
BC E BD 


Abi skaitiklių sumas panariui padalykime iš vardiklių ïr abie- 
jose lygybės pusėse sutraukime vienodus dėmenis 2BE. Tada gau- 
sime: 


AB? AB? 
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Narį BC perkelkime į dešinę pusę, o BD — į kairę, po to abi ly- 
gybės puses subendravardiklinkime: 


AB'-BC-BD  AB*-BC-BD 
BC 7 BD i 


Kadangi trupmenų skaitikliai lygūs, tai 


BC= BD. 


72 pav. 


13. Kiekviena tiesė, nubrėžta per kampo viršūnę, dalija tą kam- 
pą pusiau. Kirskime trikampį ABC bet kokia tiese; jos susikirti- 
mo su trikampio kraštinėmis arba jų tęsiniais taškus pažymėkimė 
B', A' ir C’ (72 pav.). Pagal Menelajaus teoremą! 


AB'-BC'-CA'=AC'-BA'-CB', 


arba 


Dabar tiesę B'C" lygiagrečiai pastumkime taip, kad ji eitų per 
viršūnę B. Tuomet bus A'B=BC' =0, CA'=CB ir AC' = AB. Iš 
ankstesnės lygybės turėsime 


AB CB 0 
CB "AB" 0 (1) 


1 Jeigu turime trikampį ABC ir jo kraštinėse taškus L, M, N, be to, BL : 
:LC=),, CM:MA =M ir AN : NB=),, tai tie taškai yra vienoje tiesėje, jeigu 
M àe As= — 1. — Vert. past. 
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Neapibrėžtumą E lišsiaiškinsime, detaliai išnagrinėję konkre- 
tų atvejį, kai tiesė B'C’ eina taip, kad BA'=BC'. Tada 


Dabar ir vėl galime lygiagrečiai pastumti tiesę, kad ji eitų per vir- 
šūnę B, nepakeisdami lygybės dešiniosios pusės didumo, taigi 


neapibrėžtas santykis K lygus 1. 
Grįžkime prie (1) lygybės. Lygybę 


AB „CB | 
CB AB 


l 
užrašykime kaip proporciją: 
AB:CB=AB': CP. 
Pagal teoremą, atvirkštinę teoremai, kad „kampo pusiaukampinė 
dalija priešais esančią kraštinę į dalis, proporcingas prie jų esan- 


čioms kitoms kraštinėms“, BB' turi būti kampo ABC pusiaukam- 
pinė. Tą ir reikėjo įrodyti. 


14, Va+Vb6=V 2046). 


Trikampio ABC (73 pav.) kraštinių AB ir AC projekcijas 
kraštinėje BC pažymėkime p ir g. Lygiagrečiai trikampio aukš- 
tinei 4 nubrėžkime tiesę A" dalijančią trikampį į dvi lygiaplotes 
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dalis. Kraštinės BC atkarpą nuo viršūnės B iki susikirtimo su A' 
taško pažymėkime x. Tada 


xh =(p+ą)h. 


Be to, 
k:h=x:p. 
Įrašę pirmoje lygybėje reikšmę 
„k | 
P 

gausime 

2x? h 

a (p +g) h. 


„ Taškai B ir 
C yra lygiaverčiai, todėl analogiškai rasime kraštinės BC atkarpą 
y, esančią tarp viršūnės C ir susikirtimo su A“ taško: y= 
= ae, Suprantama, x+y=p+q4. Abi šios lygybės pu- 
ses padaliję iš p+q, gausime 
Vp+4= VE + Ž. 

Iš pastarosios lygybės gausime duotąją lygybę, paėmę p=24a, 
g=2b. 

15. Trapecijos dviejų lygiagrečių kraštinių suma lygi nuliui. 


Trapecijos ABCD (74 pav.) lygiagrečias kraštines pratęskime į 
priešingas puses ir kiekviename tęsinyje atidėkime atkarpą, lygią 


Abi puses suprastinę iš A, rasime: = LA 


14 pav. 


priešingai kraštinei: kraštinės AB =a tęsinyje už taško B atidėkime 
BE = DC, o kraštinės DC =b tęsinyje už taško D atidėkime DF = 
=BA. Sujunkime taškus E ir F, nubrėžkime trapecijos įstrižai- 
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nes AC ir BD. Įstrižainės BD atkarpas, į kurias ją dalija tiesės 
AC ir EF, pažymėkime z, y ir x. Turime dvi panašių trikampių 
poras, taigi 


a=-b, a4+b=U. 


16. Kiekviename skritulyje bet kuris skersmens taškas yra 
apskritime. Sakykime, taškas M yra skritulio centras, o C — 
laisvai pasirinktas skersmens AB taškas (75 pav.). Parinkime to- 


75 pav. 


kį tašką D, kad būtų MC - M D=MAĄ?. Atkarpos CD vidurį 
pažymėkime H. Tuomet 

MC=MH- CH, 

MD=MH+CH, 


vadinasi, 
MH*-CH*=MAž, (1) 


Kita vertus, jeigu tiesė, nubrėžta per tašką H statmenai AB, ker- 
ta apskritimą taške E, tai 


ME*= MH? + HE", 
CE? = CH? + HE: 
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taigi 
MB? — CH? = ME? — CE? = MA? — CE. (2) 
Iš (I) ir (2) gauname: 
MA*=MA*- CE?. 


Vadinasi, CE=Ū, taigi taškas C yra ant apskritimo. Kadangi 
tašką C pasirinkome bet kur, tai tą patį galime pasakyti apie vi- 
sus skersmens AB taškus. 

11. Visi apskritimai yra vienodo ilgio. Sakykime, du koncen- 
triški skrituliai yra nejudamai sujungti vienas su kitu (76 pav.). 
Kol didesnysis skritulys, riedėdamas tiese AD, apsisuks vieną 


76 pav. 


kartą, mažesniojo apskritimo taškas C nueis kelią CB. Atkarpos 
AD ir CB yra lygios, kaip stačiakampio priešingos kraštinės. Ka- 
dangi skrituliai nejudamai sujungti, tai mažesnysis skritulys per 
tą laiką taip pat apsisuko vieną kartą, todėl atkarpa CD lygi ma- 
žesniojo apskritimo ilgiui. Tuo būdu, prieiname išvadą, kad abie- 
jų skritulių apskritimai yra vienodo ilgio. 

18. Visos to paties apskritimo stygos yra vienodo ilgio. Sakyki- 
me, AB ir CD yra dvi lygiagrečios apskritimo stygos, o tiesės AC 
ir BD susikerta taške S. Trikampiai SAB ir SCD panašūs, todėl 


AB:CD= AS: SC. 
Vadinasi, 
AB: SC=CD. AS. 
Pastarąją lygybę panariui padauginę iš nelygaus nuliui dydžio 
C D— AB, gausime 
AB.-SC-CD-AB*-SC=AS-CDž—- AB. AS CD, 
arba 
AB. SC. CD- AS -CD*=AB*-SC- AB-AS -CD, 
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arba, pagaliau, 
CD(AB-SC-AS-CD)=AB(AB-SC- AS -C D). 
Suprastinę iš bendro daugiklio, gausime: 
CD = AB. 
Kadangi dvi to paties apskritimo stygas visada galime taip pasuk- 


ti, kad jos būtų lygiagrečios, tai šis teiginys taikytinas visoms ap- 
skritimo stygoms. 


VI. Trigonometrija ir stereometrija 


1. 22=4ž, Iš lygybės cosžx =1 —sinžx gausime 
3 3 
(cos? x)? =(1 = sin? x)’, 


3 
cos? x+3=(1 —sin? x)? +3. 


Vadinasi, 
3 


(cos? x + 3} =[ (1 — sin? x)? + 3P. 
Imkime reikšmę x=90°. Kadangi cos 90°=0, sin 90°=1, 
gauname teisingą lygybę 
32 — 32, 


Dabar imkime x=180". Kadangi cos 180° = —1, sin 180*=0, 
tai 
22 = 42, 


8. Visi trikampiai — lygiakraščiai. Trikampio ABC krašti- 
nes b ir c pratęskime už viršūnės A, kaip parodyta 77 paveiksle. 
Pritaikę trikampiams BCE ir BC D sinu- 


E D sų teoremą, gausime 
A | b+c . | 
i sin (8+5 x)= g Sm g % 
8 C EE i 1 \ b+c . | 
77 pav. ENYE :)= "m p 


Iš čia 
sin (B+ - x) = sin (v+ a). 
Vadinasi, 
p=y. 
Analogiškai įrodoma, kad y =«. Kadangi visi trys trikampio 
kampai yra lygūs, tai trikampis — lygiakraštis. 
3. Visi trikampiai — statūs. Sakykime, trikampio ABC aukš- 


tinė CD =A, o kraštinių AC ir BC projekcijos kraštinėje AB AD = 
=p ir BD=4. Remiantis sudėties teorema, 


sin (x + B) = sin a cos B + cos æ sin P, 


t. y. 
: „Aa. p h_h'c___hsny 
sin (x + B)=7 7 t E a a-b 9RsinasinB“ 

Be to, 

h=2Rsina-sin B, 
nes 

sina= > ir b=2Rsinp. 

Vadinasi, | 

sin (x + B) =sin y, 

«+8=x, 

todėl 

a + B= y = 90° 


4. Visi trikampiai — lygiakraščiai. Sakykime, trikampio plo- 
tas lygus S; tada, kaip žinome, 


2S=b-csina, 
2S=a-csin PB. 
Pirmąją lygybę padauginkime iš 2Ra, antrąją — iš 2Rb: 
4RaS = 2.Rabc sin x, 
4 RbS = 2Rabc sin B. 


Vadinasi, 
4 RaS — 2Rabc sin a = 4 RbS — 2 Rabc sin B. i 
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Kadangi 


tai 


Taigi 


2Rsinx=4, 


ZRsinB=b, 


4RaS — a bce = 4 RbS —ab*c; 


a (4RS — abc) =b (4 RS — abc). 


a=b. 


Analogiškai įrodoma, kad a=c. 
S5, Trikampiuose, kurių kraštinės 


a,= 18 cm, b,= 
b,= 18 cm, 


be dviejų porų lygių kraštinių, dar yra lygūs atitinkami kampai. 
Vadinasi, tuose trikampiuose atitinkamai lygūs net ne trys, o dar- 
gi penki elementai, todėl ir patys trikampiai yra lygūs. Bet kaip 
tai gali būti — juk trečiosios trikampių kraštinės skirtingos? 

Kampų lygybėms «=q, B, =ßz, 


a,=27 cm, 


sime šiomis formulėmis: 


Ir 4 


tg 57 


Pirmojo trikampio 


sen a+b +c 


1 = 


12 cm, 


(p-b) (p-e) gÈ (p 
plp-a) | = y 22 
y Į (p—a(p—b) 
Br p(p-+) | 
= 19, Pı — 4 = l, 


antrojo trikampio 


Pa ~ 


Iš čia 
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a; +b;+C; 
2 


= 28,5; 


Ps — 


dalai ]l 
tge -> = V 707 


P2 — ag = 1,5; 
Co) = 16,5. 

V 10,5. 16,5 

1,5 28,5 

1/ 165-1,5 

10,5 . 28,5 


Pa — ba = 10,5; 


spi 


c,=12 cm, 


yı=Yz irodyti pasinaudo- 


(p—a) (p-e) 
plp-b) 


—b,=/, P- 6=ll; 


510,5 Ya 
ALBA 164785 718 >> 


Vadinasi, iš tikrųjų +, = a, B1 =B2, Yı =Y. Apskaičiavę kampus, 
gausime 127,2“, 32,1“ ir 20,7“. Tą pačią savybę turi dar dvi tri- 
kampių poros — trikampiai, kurių kraštinės 


a,=150 cm, b6,=180 cm, c,=216 cm, 

a,=125 cm, b,= 150 cm, c,= 180 cm 
ir trikampiai, kurių kraštinės 

a,=100 cm, b,=80 cm, c,=64, 

a,=125 cm, b6,=100 cm, ca=80 cm. 


6. Sferinio trikampio kampų suma lygi 180“. Teoremą apie 
plokščiojo trikampio kampų sumą galime įrodyti, pavyzdžiui, 
šitaip (78 pav.). Įsivaizduokime, kad trikampis ABC guli ant grin- 
dų, ir jį apeiname. Pirmiausia einame nuo A iki B; taške B pasisuų- 
kame link taško C kampu, lygiu prie- 
kampiui 8’; nueiname iki C, tame taške 
pasisukame kampu y“ ir einame link A. 
Atėję į tašką A, pasisukame kampu, 
lygiu priekampiui «', — ir vėl esame 
tokioje padėtyje, iš kokios pradėjome 
eiti. Kadangi, apeidami trikampį, pil- 
nai apsisukome, tai visų trikampio 
priekampių suma lygi 360“. Kiekvieno 
vidaus kampo ir jam gretimo priekampio suma lygi 180°, todėl 
visų trikampio vidaus kampų ir visų priekampių suma lygi 540“. 
Vadinasi, vidaus kampams lieka 180“. 

Šiame įrodyme nė karto neteko remtis ta sąlyga, kad mes 
judame plokštuma. Todėl visus samprotavimus galime pakartoti 
ir kalbėdami apie kreivą paviršių. Jeigu, pavyzdžiui, taškai A, 
B ir C bus ne trys artimi taškai ant kambario grindų, o trys nu- 
tolę vienas nuo kito taškai Vokietijoje ar bet kur Žemės rutulio 
paviršiuje, tai mūsų samprotavimai vis tiek bus teisingi. Vadinasi, 
teisingas pirmasis teiginys apie sferinį trikampį, kaip ir apie bet 
kokį trikampį ant bet kokio kitokio kreivo paviršiaus. 

7. Sferinio trikampio kampų suma lygi 180°. Sakykime, ABC 
yra sferinis trikampis. Jo kampų sumą, išreikštą stačiaisiais kam- 
pais, pažymėkime x. Laisvai pasirinkę trikampio viduje tašką P, 
per taškus P ir A, P ir B, P ir C nubrėžkime didžiojo skritulio 
apskritimus. Kiekvieno iš tų trikampių kampų suma lygi xd, o 


T8 pav. 
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bendra visų kampų suma — 3xd. Kita vertus, iš trijų naujųjų 
trikampių kampų sumos atėmę sumą kampų, susidariusių apie 
tašką P, t. y. 4d, gausime trikampio ABC kampų sumą: 


3x—-4=1A, 
2x=4, 
x=2. 


Tuo būdu, trikampio ABC kampų suma lygi 2d. 
8. Sferinio trikampio kampų suma lygi 180“. Sakykime, ant 
rutulio paviršiaus nubrėžti trys apskritimai k,, k, ir ką, turintys 


79 pav. 


bendrą paviršiaus tašką P ir sudarantys trikampį ABC. 79 pa- 
veiksle parodyta jų stereografinė projekcija; joje lieka nepasikei- 
tę kampų didumai ir skrituliai atvaizduojami skrituliais. Trikam- 
pio kampus pažymėkime «a, Biry. Tiesio- 
giai iš brėžinio įsitikiname, kad «+++ 
+y =180°. 

9, Skritulio plotas lygus nuliui!. Pri- 
simenu brėžinį, kuris naudojamas rutu- 
lio tūriui skaičiuoti (80 pav.) Kvadratas 
ABCD sukamas apie kraštinę AB. Tada 
ketvirtadalis apskritimo AC, įbrėžtas ta- 
me kvadrate, aprašo pusę rutulio, įstri- 
80 pav. žainė BD — šoninį paviršių apskrito sta- 


1 Bolcano knygoje „„Begalybės paradoksai“, išleistoje rusų kalba Ode- 
soje 1911 m., rašoma, kad šį paradoksą pateikė dar Galilėjus savo veikale 
„Discorsi e dimostrazioni“, 
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čiojo kūgio, kurio viršūnė yra B, o kvadrato kraštinė CD — cilind- 
ro šoninį paviršių. Kertanti plokštuma, kurią aprašo besisuk- 
dama tiesė MR, sudaro su kiekvienu minėtu kūnu tam tikrą 
plokščią piūvį. Kad vėliau galėtume pritaikyti Kavaljerio prin- 
cipą, turime įrodyti, jog spindulio MQ skritulys yra lygiaplotis 
su apskritu žiedu, kurio plotis lygus PR, t. y. 


TMO*="MR*- MP". 


Ši lygybė yra teisinga, kad ir kokioje padėtyje būtų kertanti plokš- 
tuma, lygiagreti bendram minėtų kūnų pagrindui. Sakykime, 
kertanti plokštuma užima padėtį 4D; tada skritulio plotas ly- 
gus nuliui, nes iš jo belieka vienas taškas A, o apskrito žiedo plo- 
tas lygus spindulio AD skritulio plotui. Tačiau apskrito žiedo 
plotas turi būti lygus pirmojo skritulio plotui, vadinasi, mūsų 
teiginys įrodytas. 


VII. Analizinė geometrija 


1. Visuma lygi jos daliai. Jeigu trikampio viršūnės yra taš- 
kai (Xi, Yi), (xə, Yo) if (Xz, Ya), tai jo plotas 


S= = (x1 (V2 — Y3) + X2 (Y3 — Yı) + X3 (Yı — Ją). 


l 
1 e 
$ 


8l pav. 
Apskaičiuokime plotą keturkampio, kurio viršūnės (1, 4), (3, 5), 
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(5, 3) ir (0, 0). Nubrėžkime keturkampio įstrižainę, einančią 
per koordinačių pradžią, ir pagal ankstesnę formulę apskaičiuo- 
kime abiejų keturkampyje gautų trikampių (81 pav.) plotus: 


S=5 [0(4-5)+1(5-0)+3(0-4)+0(3-5)+ 


] 


+5(5-0)+3(0—3)]= 4 (5-12+25-9)=2->4 5. 


Taigi keturkampio plotas yra lygus plotui brūkšniuotosios da- 
lies, susidedančios iš 4 !/, vienetinių kvadratų. 

2. Iš centro (3, 4) nubrėžtas apskritimas, einantis per koordi- 
načių pradžią, kerta x ašį stačiu kampu. Kadangi r*=3*4+42 =5ž, 
tai apskritimo lygtis yra 

x*—6x+y*-8y=0. 
Apskritimas kerta x ašį taške (0, 0) ir taške, kurio koordinatės 
x, =6, y, =0. Įrašę šias koordinates į liestinės lygtį 
xx VY =", 
gausime 
6Gx=25, x=4 


oj = 


Vadinasi, liestinė yra lygiagreti y ašiai. 


3. Apskritimas ir jo skersmuo susikerta tik viename taške. 
Jeigu apskritimo centras yra koordinačių pradžios taškas ir spin- 
dulys lygus 1, tai jo lygtis 


x=c0osọ, y=sinę, 


arba, pažymėjus 


—_ l-r — 2 
TTE”? V“ TFE’ 


Taškų, kuriuose apskritimas susikerta su x ašimi, ordinatė y =0, 
t. y. :=0. Iš čia gauname tik vieną x reikšmę x=1. Vadinasi, 
x ašis kerta apskritimą tik viename taške. Kadangi x ašimi gali- 
me imti bet kurį skersmenį, tai tą patį galime pasakyti apie visus 
apskritimo skersmenis, 


110 


4. Tiesių pora yra hiperbolė. Lygtys 
x=4, y=8 (la) 
arba 
x-4=0, y-8=0 (1b) 


aprašo dvi tieses, kurių viena yra lygiagreti y ašiai, o kita — x 
ašiai. Abi lygtis galima įprastu būdu sujungti į tiesių poros lygtį 


(x+—4)(y-8)=0, arba xy-4y-8x+32=0. (2a, 2b 


Tuo tarpu tiesiog sudauginę (1a) lygtis, gausime lygiašonės hi- 
perbolės lygtį 


xy = 32. (3) 


Įrašę (3) išraišką į (2b) lygtį, gausime lygtį vienos tiesės, be to, 
skirtingos nuo (1b) tiesių, būtent 


y= -2x+ 16. (4) 


Be to, skirtingus rezultatus gausime, panariui padaliję lygtis (1a) 
ir (1b). Pirmuoju atveju gausime tiesės lygtį 


= 2x, (5) 
o antruoju atveju — lygtį 

y-8 

x-4 =0, 


iš kurios neatsargus skaitytojas gali išvesti tiesės lygtį 
y=8. (6) 


5. Nėra tokio natūrinio skaičiaus, kurio kvadratas yra 4n4+1 
pavidalo. Jeigu parabolėje 


y=x? (1) 
imsime taškus, kurių abscisės yra sveikieji skaičiai, tai visi pilni 
kvadratai bus tų taškų ordinatės. Tuo tarpu visi 41+1 pavidalo 
skaičiai yra tiesės 

y=4x+1 (2) 
taškų, kurių abscisės — sveiki skaičiai, ordinatės. Tie skaičiai, 


kurie, būdami pilni kadratai, kartu išreiškiami suma 4441, ati- 
tinka taškus, priklausančius ir parabolei (1), ir tiesei (2). Tačiau 
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parabolė (1) susikerta su tiese (2) tik dviejuose taškuose, kurių 
abscises gauname iš lygties 


x*=4x+1. 
Abi šios lygties šaknys 


Xi, 25 Žž V5 
nėra sveikieji skaičiai. 
6. 1=—/. Koks yra krypties koeficientas tiesės, sudarančios 
su tiese 


| y=x+t 
45° kampą? Dviejų tiesių sudaromo kampo ò tangento formulėje 
kak 
tg ò= l +k- kı 
įrašę duotąsias reikšmes (tg 45°=1, k,=1), gausime 
E ka—ì — Cimi PER 
Ioaea 1+k,=k,-1, l=s-—l1. 


VIII. Logika 
Keletas pastabų 


Matematiniai metodai taikomi sąvokoms apibrėžti ir teore- 
moms įrodyti. Abiem atvejais naudojamasi logika. Todėl šioje 
knygelėje privalėjau pateikti sofizmų, susijusių su logika — ma- 
tematikai nepakeičiamu mokslu. 

1. Pirminio skaičiaus sąvokai yra priešinga sudėtinio skai- 
čiaus sąvoka. Nepirminis skaičius yra sudėtinis. Skaičiai, dalūs 
iš 2, yra sudėtiniai; skaičiai, dalūs iš 5, taip pat yra sudėtiniai. 
Vadinasi, skaičiai, dalūs iš 2, yra dalūs ir iš 51. 

2. Nėra taisyklių be išimčių! Šis teiginys, suprantama, taip 
pat yra taisyklė, taigi ir jis ne be išimčių. Gavome prieštaravimą. 

3. Du sakiniai yra teisingi, nors prieštarauja vienas kitam’. 
Štai, pavyzdžiui, tokie sakiniai: „Šito sakinio priešpaskutinis 
žodis — ne daiktavardis“. „Šito sakinio priešpaskutinis žodis — 
daiktavardis“*. 


1 Platonas šį sofizmą priskiria Sokratui. 

3 Šis ir sekantis sofizmai yra paimti iš Bolcano knygos. 

3 Tai nėra originale pateikto pavyzdžio vertimas, nes originalo sakiniai, 
išvertus į lietuvių kalbą, nustoja tos savybės. — Vert. past. 
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4. Du sakiniai prieštarauja vienas kitam — ir abu jie klaidingi. 

„Šio sakinio žodžių skaičius lygus septyniems“. 

„Šio sakinio žodžių skaičius nėra lygus septyniems“. 

5. Loginis sofizmas pagal Hegelį. Vienalytis geležies strypas, 
atremtas ties sunkio centru, laikysis pusiausvyroje. Jeigu vieną 
strypo galą pasunkinsime, tai tas galas nukryps žemyn. O jeigu po 
vienu to strypo galu padėsime magnetą, tai jis taip pat nukryps, — 
vadinasi, vienas strypo galas pasidarys sunkesnis. 

6. Iš lygties x2—-3x4+2=(x—2)(x—1)=0 išplaukia, kaip 
paprastai sakoma, kad x=2 arba x=1. Betgi iš tos pačios lygties 
galime gauti ir x=2, ir x=1, todėl 2=1. Argi ne? 

7. Pilietis A pasakė piliečiui B: „Per visą gyvenimą aš pame- 
lavau tik tris kartus“. Tada B atsakė: „Tai dabar meluoji ketvir- 
tą kartą“. Ši išvada prieštaringa: arba iš tikrųjų A buvo pamela- 
vęs tik tris kartus ir tuokart pasakė teisybę, arba anksčiau A buvo 
pamelavęs daugiau kaip tris kartus, vadinasi, tuokart pamelavo 
daugiau negu ketvirtą kartą. 

8. Parašykime stačiakampyje šiuos 4 skaičius: 


l, 2, 3, 
mažiausias neparašytas Šiame stačiakampyje 
sveikas teigiamas skaičius 


——- 


Sakykime, 2 yra mažiausias neparašytas tame stačiakampyje 
sveikas teigiamas skaičius — bet tada jis turi būti parašytas 
stačiakampyje! Gavome prieštaravimą. 

9. Krokodilas. Krokodilas pagrobė vienos egiptietės kūdikį. 
Motina prašė sugrąžinti kūdikį, ir krokodilas pažadėjo išpildyti 
prašymą, jeigu ji teisingai pasakysianti, kaip krokodilas pasielgs. 
Kūdikio motina pasakė: „Tu nesugrąžinsi man vaikelio“. Tada 
krokodilas tarė: „Jeigu tikrai tavo tiesa, tai, kaip pati sakei, tu 
neatgausi kūdikio; o jeigu tu pasakei, netiesą, tai, kaip susitarėme, 
kūdikio tau negrąžinsių. Bet kuriuo atveju kūdikis turi likti pas 
mane“. „Priešingai!“ — ėmė ginčytis moteris. „Jeigu mano tie- 
sa, tai, kaip susitarėme, aš atgausiu kūdikį; o jeigu suklydau, tai 
reiškia, kad tu pats jį man sugrąžinsi. Kaip bebūtų, kūdikis su- 
grįš pas mane“. Kuris iš jų teisus? 

Čia rimtai papasakotą istoriją galima pakeisti šitokiu žaidimu. 
Susitariama, kad į visus klausimus žaidėjas B turi atsakyti žo- 
džiais: „tris degtukus“, nes priešingu atveju jis pralaimės tris 
markes. Pradžioje A duoda B kelis bet kokius klausimus, į ku- 
riuos B vis atsako „tris degtukus“. Pagaliau A paklausia: „ką tu 
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labiau nori turėti — tris markes ar tris degtukus? B atsako: „tris 
degtukus“. Tada A pareiškia: „štai jie“, duoda B tris degtukus ir 
pasiima tris markes. 

10. Byla. Protagoras mokė Evaklą sofistikos. Jie buvo su- 
sitarę, kad Evaklas užmokės už pamokas tada, kai laimės pirmą- 
ją bylą. Tačiau Evaklas jokių bylų nesiėmė ir, žinoma, nemokėjo 
Protagorui sutarto honoraro. Tada Protagoras parašė teismui 
skundą — iškėlė Evaklui bylą. Evaklui jis pareiškė: „Jeigu aš 
laimėsiu bylą, tai turėsi sumokėti man pinigus, vykdydamas 
teismo sprendimą, o jeigu laimėsi šią pirmąją savo bylą, tai sumo- 
kėsi man honorarą, laikydamasis mūsų susitarimo“. „Anaiptol!“ — 
atsakė Evaklas. „Jeigu aš laimėsiu bylą, tai teismo nuosprendžiu 
neprivalėsiu tau mokėti pinigų; o jeigu pralaimėsiu savo pirmąją 
bylą, tai, kaip susitarėme, neturėsiu tau mokėti jokio honoraro“. 
Kieno tiesa? 

11. Melagis. Iš gilios senovės mus pasiekė šitoks sofizmas. 
Kretos gyventojas Epimenidas teigė, kad visi kretiečiai — mela- 
giai. Tačiau ir pats Epimenidas buvo kretietis, vadinasi, mela- 
gis. Todėl ir teiginys — melas, t. y. Kretos gyventojai — ne me- 
lagiai. 

Pastarąjį sofizmą galima pakeisti šitaip. Vienas žmogus pasa- 
kė: „Viskas, ką aš kalbu — melas“. Vadinasi, melas ir šitas 10 
posakis; o tai reiškia, kad ne viskas, ką pasako tas Žmogus, yra 
melas. Betgi tai prieštarauja pirmajam teiginiui. 

12. Kas kaltas? Žmogus nusipirko skrybėlę, kuri jam netiko, 
buvo per maža. Kas kaltas — skrybėlė ar galva? Skrybėlė, kad 
ir kaip ten būtų, nekalta: jeigu galva būtų mažesnė, ji tiktų. Tai- 
gi, kalta galva! Bet ir tai netiesa: jeigu skrybėlė būtų didesnė, tai 
ji tiktų. Vadinasi, nekalta nei skrybėlė, nei galva. 

13. Klaidingas indukcijos pritaikymas. Manoma, kad šį pa- 
vyzdį sugalvojęs Kumeras. Skaičius 60 dalus iš 2, be to, jis dalus 
iš 3, 4, 5, 6. Todėl 60 dalus iš bet kokio skaičiaus. Patikrinkime šį 
teiginį, pasirinkę kokį nors didelį skaičių, pavyzdžiui, 12. Iš tikrų- 
jų, 60 dalosi iš 12. Vadinasi, teiginys teisingas. 

Kitame panašiame pavyzdyje kalbama apie p= 2711 pavida- 
lo skaičius (jie sutinkami taisyklingųjų daugiakampių sudarymo 
uždaviniuose). Kai n=0, gauname skaičių 3; kai 7=1, — skai- 
čių 5; kai n=2, — skaičių 17; kai n=3, — skaičių 257. Visi šie 
skaičiai yra pirminiai. Paėmę n=4, gausime taip pat pirminį 
skaičių 65 537. Ferma spėjo, kad visi 22 +1 pavidalo skaičiai 
yra pirminiai, tačiau, paaiškėjo, kad jo hipotezė klaidinga. Oile- 
ris įrodė, kad skaičius 22 + 1, gaunamas, kai n=5, dalosi iš 641. 


114 


Dabar žinomos ir kitos x reikšmės, kurioms Ferma skaičiai nėra 
pirminiai!, 

Pasakojimas apie šią Ferma klaidą man priminė vadinamąją 
didžiąją Ferma teoremą.ž Daugelis matematikų yra įsitikinę, kad, 
kai n>2, lygtis x"+y"=z" neturi sveikų teigiamų sprendinių. 
Tačiau šis teiginys įrodytas tiktai imant kai kurias n reikšmes 
nuo n=3 iki kažkurio (tiesa, gana didelio) skaičiaus. 

14. Autologiniai ir heterologiniai žodžiai. Kai kurie žodžiai 
reiškia tokią savybę, kurią turi pats tas žodis. Štai, žodis ,,penkia- 
skiemenis“ yra penkiaskiemenis, žodis „français“ — prancū- 
ziškas žodis, žodis „lietuviškas“ — lietuviškas ir t. t. Tokius 
žodžius vadinsime autologiniais. Žodžius, neturinčius šios savybės, 
vadinsime heterologiniais. Pavyzdžiui, žodžiai „„keturskiemenis“, 
„prancūziškas“ — heterologiniai. Žinoma, heterologiniai yra dau- 
guma žodžių. O koks yra žodis ,,keterologinis“ — autologinis ar 
heterologinis? Tarkime, kad jis yra heterologinis — tada pagal 
apibrėžimą jis bus autologinis, ir gausime prieštaravimą. O jei- 
gu tarsime, kad žodis „heterologinis“ yra autologinis, tai, remda- 
miesi apibrėžimu, turėsime jį priskirti prie heterologinių. Ir vėl 
susidūrėme su prieštaravimu. 

15. Mažiausias sveikasis skaičius. Tarkime, a yra mažiausias 
teigiamas skaičius, kuriam pasakyti reikia daugiau kaip 15 lie- 
tuviškų žodžių, Kadangi pastarąjį sakinį sudaro mažiau kaip 15 
žodžių, tai 2 nėra taip apibrėžtas skaičius. Taigi tas sakinys prieš- 
taringas. 


16. Kaimo kirpėjas. Susitarkime vadinti kaimo kirpėju to 
kaimo gyventoją, skutantį visus savo kaimo vyrus, kurie nesisku- 
ta patys. Pamėginkime atsakyti į klausimą, ar kaimo kirpėjas 
pats skutasi. Tarę, kad kirpėjas nusiskuta pats, gauname prieš- 
taravimą: juk jis — to kaimo gyventojas, o, kaip apibrėžėme, 
kirpėjas skuta tik tuos kaimo vyrus, kurie patys nesiskuta. Tuo bū- 
du, kirpėjas pats nesiskuta. Betgi tuomet pagal apibrėžimą kir- 
pėjas privalo „save skusti“. Ir vėl gavome prieštaravimą. 

17. Raselo paradoksas. Suskirstykime aibes į dvi klases. 
Pirmajai klasei priskirkime tas aibes, kurios yra savo pačios ele- 
mentai. Tokių aibių pavyzdys yra visų abstrakčių sąvokų aibė. 
Aibes, kurios nėra savo pačios elementai, priskirkime antrajai 
klasei. Jai priklauso dauguma aibių, su kuriomis dažniausiai su- 
siduriame: pavyzdžiui, skaičių 1, 2, 3 aibė. Kiekviena aibė pri- 
io B. JIutumaH. BenHKaHbl H KapanKų B MHpe sucesi. M., OpamaTras, 

2 V. Licmanas. Pitagoro teorema, Vilnius, „Mintis“, 1974. 
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klauso arba pirmajai, arba antrajai klasei. Panagrinėkime visų 
antrosios klasės aibių aibę M. Kuriai klasei ją turime priskirti? 
Pirmiausia tarkime, kad aibė M — pirmosios klasės; tada M yra 
aibės M elementas. Tačiau aibę M sudaro tik antrosios klasės 
aibės. Prieštaravimas rodo, kad pirmojo sėjimo turime atsisaky- 
ti. Vadinasi, belieka sakyti, kad aibė M yra antrosios klasės ir 
nėra savo pačios elementas. Bet ir to negali būti: juk M yra visų 
antrosios klasės aibių aibė, todėl turi priklausyti M. Kaip matome, 
prieštaravimai neišvengiami abiem atvejais. | 

18. Padavimas apie Tristamą Šendį. Tristamas nutarė para- 
šyti autobiografiją. Jis dirbo taip kruopščiai, kad dvi pirmąsias 
savo gyvenimo dienas aprašinėjo dvejus metus. Tarkime, kad ir 
toliau jis rašė taip pat greitai. Savaime aišku, jis niekada neužbai- 
gė savo biografijos ir mirė prie šitokio kapitalinio veikalo, nes, 
juo ėjo senyn, juo didėjo neaprašytas laiko tarpas. 

O jeigu Sendis būtų nemirtingas? Tada jis galėtų parašyti 
visą autobiografiją, nors neaprašytų dienų skaičius vis didėtų ir 
artėtų prie begalybės. Iš tikrųjų, kad ir kokią tolimą jo amžiaus 
dieną paimtume, vis tiek, toliau rašydamas, Šendis prieis tą die- 
ną, nes pats gyvena neribotai ilgail. 


IX. Keletas pavyzdžių iš fizikos 


1. Kuo remiantis, galima sukurti laiko mašiną? Žinome iš geogra- 
fijos, kad keliautojai, plaukiantys laivu aplink pasaulį, praplauk- 
dami tam tikrą vietą (netoli 180-ojo meridiano), perverčia kalen- 
dorių viena diena atgal, jeigu plaukia iš vakarų į rytus, arba vie- 
na diena į priekį, jeigu plaukia iš rytų į vakarus. Įsivaizduokime 
greitą lėktuvą, kuris apskrenda Žemę per 23 valandas. Lakūnas, 
tokiu greičiu apskridęs Žemę iš vakarų į rytus, sugrįš į tą pačią 
vietą valanda anksčiau, negu buvo išskridęs. 

Mūsų platumoje šiam tikslui reikalingas specialus lėktuvas. 
Tačiau judėjimo laike problemą galima išspręst ir kitaip. Įsivaiz- 
duokime, kad esame Šiaurės ašigalyje. Sukdamiesi kryptimi iš 
vakarų į rytus, mes su kiekvienu apsisukimu sugrįžtame vieną die- 
ną atgal. O sukdamiesi priešinga kryptimi, galime keliauti į atei- 
ti. Pastačius ašigalyje greitai besisukantį aparatą, galima per trum- 
pą laiką senukus paversti jaunuoliais. Nepaprastos perspekty- 
vos atsiveria studijuojantiems istoriją, kas tik nori, gali nukeliau- 
ti į ateitį! 


1 Pagal aibių teoriją, jo gyvenimo dienų skaičius ekvivalentiškas metų 
skaičiui. 
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2. Lėktuvas, kurio paties greitis yra c km/h, nuskrenda pa- 
vėjui į miestą, esantį už / km. Vėjo greitis v km/h. Pasiekęs ke- 
lionės tikslą, lėktuvas iš karto apsisuka ir skrenda prieš vėją 
atgal. Kadangi grįžtančio lėktuvo skridimą vėjas sulėtina tiek 
pat, kiek skrendančio į priekį paspartino, o kelias į vie- 
ną ir kitą pusę vienodas, tai grįžtant dėl vėjo pralaimima 
tiek pat laiko, kiek, skrendant į priekį, buvo laimėta. Tuo bū- 


du visa kelionė trunka z valandų. Jeigu, pavyzdžiui, c =80 km/h, 


l =600 km, tai lėktuvas nuskrido iki tikslo ir sugrįžo per 15 h. Ma- 
tome, kad vėjo greitis neturi įtakos kelionės trukmei. Kad ir 
koks stiprus būtų vėjas, lėktuvas skris iš viso 15 h, nes, kiek su- 
trumpės jo skridimo pavėjui laikas, tiek pat pailgės skridimo 
prieš vėją laikas (jeigu tik nesikeis vėjo greitis). 

itaip samprotaudami, prieiname išvadą, kad lėktuvas su- 
grįš į savo aerouostą ir tuo atveju, kai grįžtant vėjo greitis bus 
lygus paties lėktuvo greičiui arba dar didesnis! 

3. ==4. Vertikaliai pastatytame skritulyje iš žemiausio taš- 
ko A iškelta styga AB!. Išilgai tos stygos juda iš B į A materialus 
taškas. Pradinis taško greitis lygūs nuliui, trinties nėra. Veikia- 
mas sunkio jėgos, taškas judės tolygiai greitėdamas pagreičiu 


gsinx. Naudodamiesi žinoma formule S=5 12, rasime tolygiai 
greitėjančio judėjimo kelią: 


Ap- 2585 p 


Tačiau 4AB= AC - sin 4 =2rsin a; iš Čia 


g-sina 


2r -sin « TuE 


1-2 |/Z. 


Vadinasi, laikas + nepriklauso nuo kampo «: išilgai visų stygų, 
kurios baigiasi taške A, materialus taškas judės vienodą laiką. 

Dabar panagrinėkime matematinę švytuoklę. Jeigu amplitu- 
dės gana mažos, apskritimo lanką, kuriuo juda švytuoklės mate- 


todėl 


1 Styga sudaro su horizontalia tiese kampą «x. Skritulio viršutinis taš- 
kas pažymėtas C. — Rus. leid. red. past. 
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rialus taškas, galime pakeisti styga. Remiantis švytuoklės formu- 
le, ketvirtadalis švytavimo trunka laiką 


3 Ve 


Šiuo atveju /=7. Taigi gauname lygybę 


TC "P F 
2 V g = y g` 
O iš čia randame neįprastą x reikšmę: 7=4!. 

4. Kaip negalima skaičiuoti sunkio centro. Trikampį ABC 
suskaidykime į daugybę siaurų juostelių tiesėmis, lygiagrečiomis 
kraštinei BC. Žiūrint simetriškumo, kiekvienos juostelės sunkio 
cetras bus jos viduryje. Todėl juostelių sun- 
kio centrų geometrinė vieta bus pusiaukraš- 
tinė, nubrėžta iš viršūnės A. Panašiai, suskai- 
dẹ trikampį kraštinei AC lygiagrečiomis 
juostelėmis, rasime jų sunkio centrų geo- 
metrinę vietą. Todėl viso trikampio sunkio 
centras yra jo pusiaukraštinių susikirtimo 
taškas. 

Dabar imkime mėnuliuką, atvaizduotą 
82 paveiksle. Jo sunkio centro ieškosime 
juostelių metodu. Juostelių sunkio centrų 
geometrinė vieta — linija, dalijanti pusiau 
statmenas stygai AB mėnuliuko stygas. Be 
to, žiūrint simetrijos, mėnuliuko sunkio 
centras turi būti statmenyje, nubrėžtame 
per atkarpos AB vidurio tašką. Taigi mėnuliuko sunkio cent- 
ras — abiejų linijų susikirtimo taškas. 

Deja, „tikrasis“ sunkio centras yra kitas to paties statmens 
taškas. 

5. Vieno fizikos dėsnio kritika. Kaip teigia Gei Liusako dėsnis, 
esant pastoviam slėgiui ir pakilus temperatūrai nuo 0° iki +“, bet 
kokių dujų tūris padidėja nuo v, iki 


V=Vv (l +t); (1) 


čia « apytiksliai lygus 1/273. 
1 Ši Oilerio išgarsintą paradoksą randame knygoje Boxbntano 
Mapanokcbi 6eckoneynoro. Oxecca, 1911. — Rus. leid. red. past. 
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Jeigu dujų tūris būna pastovus, tai atitinkamai kinta slėgis: 


P:=Po (l +at); 


čia p, ir p, — slėgis O“ ir ¿£ temperatūroje. 
Sudauginę abi lygybės, gausime: 


V Pi = Ty Pol +a1). 


Vadinasi, visiems žinomas Boilio ir Gei Liusako dėsnis 


Vi Pe = Vo’ Po(l +!) 
yra klaidingas. 

6. Jeigu du asmenys stebi vieną reiškinį, tai jie nebūtinai 
pastebi tą patį. Gamtos moksluose bet kuriam moksliniam ty- 
rimui būtina sąlyga, kad du to paties reiškinio stebėtojai gautų 
vienodus rezultatus, žinoma, nepaisant nedidelių nesutapimų, 
atsirandančių dėl skirtingo įgūdimo, pojūčių aštrumo ir t. t. 

Tačiau žemiau pateiktas įdomus pavyzdys mus įtikins, kad 
su šia sąlyga ne viskas gerai. 

Susitiko fizikas, gudruolis ir mašinistas. „„Kodėl garvežys 
švilpia aukštu garsu, kai jis artėja, ir žemu, kai tolsta?“ — paklau- 
sė fizikas. „Todėl, kad taip įsakyta geležinkelio direkcijos, — at- 
sakė gudruolis, — taip darė visi garvežiai, kurie pravažiavo pro 
mane“. „Tai netiesa! — užginčijo mašinistas, — garvežys visada 
švilpia vienodo aukščio garsu, aš gi tikrai tą žinau!“ 


C. ĮSPĖJANTYS PAVYZDŽIAI Iš NEAPRĖŽTAI 
DIDĖJANČIŲ DYDŽIŲ ANALIZĖS 


I. Neaprėžtai didėjantys ir nykstantys dydžiai 


1. Skaičius œ, kaip paskutinis natūrinis skaičius. Skaičius 
œo, t. y. neaprėžtai didelis skaičius, kartais įvedamas kaip didžiau- 
sias skaičius natūrinių skaičių sekoje 


l 2-0 S ap 0a 


Laikydami teisingu tokį apibrėžimą, galime įrodyti, kad 1 
yra didžiausias natūrinis skaičius*. 
Sakykime, kad k>1 — didžiausias sveikasis skaičius; tada 


k-k=k*?>k-|=k. 
1 Šį sofizmą, kaip man buvo pranešta, sugalvojęs Peronas. 
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Pastaroji nelygybė rodo, kad k nėra didžiausias natūrinis 
skaičius. Vadinasi, nė vienas sveikasis skaičius k> 1 negali būti 
didžiausias sveikasis skaičius. Belieka sakyti, kad didžiausias svei- 
kasis skaičius yra 1, nes tik tada išvengiame prieštaravimo. 


2. Skaičius co = 5 . Dažnai skaičius œ apibūdinamas lygybe 


kurioje a — bet koks realusis skaičius, nelygus 0!. Laikydami šį 
apibrėžimą teisingu, galime įrodyti, kad bet kurie du realieji skai- 
čiai yra lygūs. Sakykime, a ir b — du realieji skaičiai. Tada 

a „6 


=00 II 


Ū a — 


Vadinasi, 


il 
= 


ola 


Abi lygybės puses padauginę iš 0 (tokia daugyba, skirtingai 
nuo dalybos, galima), gausime 


a=b. 


3. Kaip skaičius oo susijęs su nykstančiu skaičiumi? Lygybės 


kartais išaiškinamos šitaip: „abiejose lygybėse simbolis O reiškia 
nykstanti skaičių“. Vadinasi, neaprėžtai didelis ir nykstantis 
skaičius yra tarpusavyje susiję. Pažymėję nykstantį skaičių sim- 
boliu S, turėsime lygybes: 


= 8, = 00, 


1 Šiuo būdu skaičius œ apibrėžiamas labai dažnai, todėl nurodinėti 
šaltinius nėra prasmės. Kadangi iš lygybės z =c turime = =b, tai iš šio api- 


brėžimo taip pat gauname lygybę = =0. O iš pastarosios išplaukia štai kas: 


kadangi =0, a), taj Zoi; vadinasi, a=b. 
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Sakykime, a ir b — bet kokie realieji skaičiai, nelygūs O ir oo. 
Iš pastarųjų lygybių gauname 
a=83-0, b=3-00, 
taigi 
a = b, 


4. Kitas būdas apibrėžti nykstančiam ir neaprėžtai didėjan- 
čiam dydžiams. Skaičiai œ ir Ø, neaprėžtai didelis ir nykstantis, 
apibrėžiami taip pat lygybėmis 


œo += 0, (1) 
+=, (2) 


kuriose 4 — bet koks baigtinis skaičius. Remdamiesi tomis lygy- 
bėmis ir taikydami skaičiams œ ir G įprastas skaičiavimo tal- 
sykles, galime įrodyti, kad skaičius œ — baigtinis. Iš tikrųjų 


(œ +a} =03; 


œ? + 2a0 +a? = 0°; 


o=-£. 
2 
Panašiai įrodoma, kad baigtinis ir skaičius 2: 
(S +a}=8@; 
2*+2a3 +a =a; 


al 
Ø = _ 5. 
Be to, kaip matome, 2 =œ, t. y. neaprėžtai didelis skaičius 
lygus nykstančiam. 
Išvados iš 1—4 pavyzdžių. Nereikia manyti, kad simboliai 
co ir ø reiškia naujus skaičius, „neaprėžtai didelį“ ir „nykstanti“, 
kuriems tinka lygybės 


=œ arba o+a=0, Ø +a4a=a 


Afla 


ir įprastos skaičiavimo taisyklės. Šitaip apibrėžę „skaičius“, neiš- 
vengiame prieštaravimų. Vadinasi, nėra pastovių skaičių 
œ ir Ø — yra tik neaprėžiai didėjantys ir nykstantys dydžiai. 


1 Paskutinės lygybės neaiškios. Tur būt, čia apsirikta ir reikia rašyti 
= —2a, — Rus. leid. red. past. 
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5, œ< —]. Žinome, kad 


d s Ë any opa] Logia 
==0, -=0=a, -=a s, R t.t. 
Kartais taip pat įvedami laipsniai su neigiamais rodikliais ir 
rodikliais 1 bei 0. Kartą Valis pritaikė šį metodą trupmenų sekai 


eo o e A 
4 10 2102 
; ski f | ' 
Be kitko, iš šios nelygybių sekos, laikant 70, galima gau- 
ti nelygybes l 
l< œ< =l. 


6. Lygios taškų aibės; V 200= 10. 

Taškų tinklelio, kurį matome 83 paveiksle, kvadrato krašti- 
nėje yra tiek pat taškų, kiek ir įstrižainėje. Jeigu padvigubinsime 
tinklelio taškų skaičių, nekeisdami tinklelio matmenų, bet su- 


o o © o o O o ọO Ọ Ọ 

xx 

o o o ọ 0o o Ọ O ọọ Ọ 

x X 

o o o o o o Oo ọO 0o O 

. X x 

o o o O © ỌO O O O0 Ọ 

x x 

o o o o 0o 00o o0 ọ 

Xx X 

o o o o ọ Oo o © 0 ọ 

x x 

O O O O Ọ O Ọ ỌÒO Q Ọ 

x x 

o o ọỌọ o o Oo ooo 

X x 

o O O Ọ o 00000 

x x 

oOo O O O Ọ O OỌO ỌÒ ọo Ọ 
83 pav 


mažindami perpus atstumus tarp taškų (nauji taškai pažymėti 
kryželiais), tai kraštinėje ir įstrižainėje vis tiek bus vienodas skai- 
čius taškų. 

Tą patį galėsime pasakyti ir padvigubinę taškų skaičių dar 
kartą, netgi neribotą skaičių kartų. Imdami ribinį atvejį, turėsime 
pripažinti, kad kraštinėje ir įstrižainėje yra po lygiai taškų, vadi- 
nasi, kvadrato kraštinė ir įstrižainė yra vienodo ilgio. Kita vertus, 
taikydami Pitagoro teoremą, gausime kitokį kvadrato kraštinės 
ir įstrižainės ilgių sąryšį. Taip ir įrodysime pradžioje užrašytą ly- 
gybę. 
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7. 1= oo. Brėždami iš taško 0 prasiskiriančias tieses, kiekvie- 
nam laužtinės 4BC taškui gauname vieną atitinkamą begalinės 
tiesės g tašką ir atvirkščiai (84 pav.). Sakykime, 


| 
AB=BC= 5. 
Taigi atkarpoje, kurios ilgis lygus 1, yra tiek pat taškų, kiek ir 


begalinėje tiesėje g. Atkarpą ir tiesę matuodami centimetrais, 
prieiname išvadą, kad ] =œ. 


gJ 8 
84 pav. 


8. Kvadratas yra tokio pat didumo, kaip jo kraštinė. Skaityto- 
jas iš karto pasakys, kad figūros matmenys negali būti tokie pat, 
kaip linijos. 85 paveiksle nubraižytas kvadratas, kurio viena vir- 
šūnė yra koordinačių pradžios taškas, o kraštinė.lygi 1. Pasirinkime 
bet kurį tašką kvadrato viduje arba kraštinėse, sutampančiose 


85 pav. 86 pav. 


su koordinačių ašimis; sakykime, jo koordinatės yra x, y. Koordi- 
natės x ir y tenkina nelygybes 0<x<!, 0<y<1; jas galima iš- 
reikšti begalinėmis dešimtainėmis trupmenomis (jeigu koordina- 
tė yra baigtinė dešimtainė trupmena, pavyzdžiui 0,43, tai ją vis 
tiek galima užrašyti kaip begalinę, t. y. 0,42999... Tarkime, kad 
taško koordinatės 


x = 0,4; 45,05, Ag e.. 
y=Ù, biba by ba <<. 
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Laikykime to taško atitikmeniu x ašies tašką, kurio koordinatė 
z=0, A4 b, da ba da bz A3 bi e.o 


Skaičiai aj, a>, ... ir b,, ba... čia įgyja reikšmes 0, 1, 2, ... 9. 
Kiekvieną kvadrato tašką atitinka tik vienas jo kraštinės 

taškas ir, atvirkščiai. Vadinasi, kvadrate ir jo kraštinėje yra po ly- 

giai taškų — kvadratas ir jo kraštinė yra vienodo didumo. 

9, Du koncentriniai apskritimai yra vienodo ilgio. 86 paveiksle 
atvaizduoti du koncentriniai apskritimai ir du jų spinduliai, Kaip 
matome, kiekvieną didesniojo apskritimo tašką atitinka vienas 
mažesniojo apskritimo taškas ir, atvirkščiai. Taigi abiejuose 
apskritimuose yra tiek pat taškų — jie yra vienodo ilgio. 

Išvada iš 4—9 pavyzdžių. Jeigu vienos linijos kiekvieną taš- 
ką vienareikšmiškai atitinka kitos linijos arba figūros vienas taš- 
kas, tai dar nereiškia, kad tos linijos ir figūros yra vienodų matme- 
nų. 

10. Kampas kaip plokštumos išpiova. Įrodysime, kad trikampio 
kampų suma lygi 180°. Pažymėsime a + oo plokštumos išpiovą, 
kurios kampas lygus «. Tada brūkšniuotą pusplokštumę teks 
žymėti 180° + co. Kaip matome 87 paveiksle, išpiovų suma 


x: O+B-0+y1-0 
skiriasi nuo pusplokštumės tik baigtinė figūra (trikampiu ABC). 


1 

AN 
4 | 
LN 


BABUN 


67 pav. 


Kadangi ši baigtinė „skiautė“ neturi įtakos begalinės pusplokštu- 
mės didumui, tai 


a. +B-0+7-0=180"- 00. (1) 
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Vadinasi, 
«+8+y= 180". 


Jeigu kas nenorėtų nepaisyti tos baigtinės „skiautės“, galima 
pasiūlyti šitokį jau visiškai „be priekaištų“ įrodymą. Per viršūnę 
A (88 pav.) nubrėžkime tiesę, lygiagrečią tiesei BC (taip darome 
ir teisingai įrodinėdami šį teiginį). Nagrinėdami naujosios tiesės 
atskirtą pusplokštumę, gauname lygybę 

x. 0 +B. œ +y. œ = 180°. co. (2) 

Abi pusplokštumės, mūsų pažymėtos 180° + œ, skirasi ne 
tik baigtine, bet dargi begaline plokštumos „skiaute“ — būtent, 
juosta tarp tiesės BC ir jai lygiagrečios tiesės, einančios per tašką 


A. Todėl ankstesni mūsų skaičiavimai neleistini: du reiškiniai 
(1) ir (2), kurie atrodo lygūs, skiriasi netgi ne baigtiniu, o begali- 


— 4 


88 pav. 


Išvada. Jeigu kampų didumas vertinamas, remiantis kampo, 
kaip begalinės plokštumos išpiovos apibrėžimu, gaunamas prieš- 
taravimas. 

11. Pigūs dviračiai. Gamykla siunčia piliečiui 4 penkis ta- 
lonus, kuriuos jis turi išdalyti penkiems savo draugams B,, B», 
B,, B,, B;. Kiekvienas talonas kainuoja 20 markių. Išdalijęs at- 
siųstus talonus, A gaus dviratį, jeigu jo draugai B4, B;, B3, B,, Bs 
sumokės po 20 markių ir, be to, kiekvienas išdalys po 5 talonus, 
kainuojančius 20 markių, kitiems asmenims C1, Ciz» <<<, Cap, 
Cz, ..., Css ir t. t. Taip pat turi pasielgti ir piliečiai C — tada pi- 
liečiai B gaus dviračius. Jeigu šis procesas tęsis be galo, tai 4 gaus 
dviratį dykai, visi kiti — už 20 markių. Ir vis dėlto gamykla už 
kiekvieną dviratį gaus po 100 markių. 
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II. Ribos ieškojimas 


1. „Tolydumo principas“. Leibnico suformuluotas prin- 
cipas, kurį Arbogastas pavadino „tolydumo principu“, teigia: 
jeigu visi kurios nors sekos nariai turi tą pačią savybę, taiją turi ir 
tos sekos riba“. Šį principą pritaikome, pavyzdžiui, elementario- 
joje geometrijoje, nuo įbrėžtinio kampo pereidami prie kampo 
tarp liestinės ir stygos: iš besiremiančių į tą patį lanką kampų 
lygybės darome išvadą, kad kampas tarp liestinės ir stygos, kuria- 
me telpa tas pats lankas, yra lygus besiremiantiems į tą lanką 
įbrėžtiniams kampams. Kitas pavyzdys — remdamiesi teorema 
apie kirstines, nubrėžtas iš vieno taško, įrodome teoremą apie 
kirstinę ir liestinę, nubrėžtas iš to paties taško. Teorema apie 
kirstines teigia: jeigu iš to paties taško P nubrėžiame dvi apskri- 
timo kirstines, kurios jį kerta taškuose A,, A, ir B,, B,, tai PA, x 
x PA, =PB, + PB,. Ribiniu atveju, kai viena kirstinė virsta liesti- 
ne PA, pagal šį principą „gauname“: PAž=PB, - PB}. 

tai dar vienas ,,principo pritaikymo“ pavyzdys. Atkarpos 
sunkio centras dalo tą atkarpą santykiu |: 2. Lygiašo- 
nio trikampio sunkio centras yra jo aukštinėje, nuleistoje į pagrin- 
dą, ir dalija tą aukštinę santykiu 1:2. Trumpinkime lygiašonio 
trikampio pagrindą, nekeisdami jo aukščio. Trikampio svorio 
centro padėtis dėl to nesikeis. Ribiniu atveju trikampis susitrauks 
į savo aukštinę, o sunkio centro ribinė padėtis liks ta pati, taigi 
aukštinės svorio centras dalys ją santykiu 1: 2. 

2. Kvadrato įstrižainė yra lygi dviejų jo kraštinių sumai. 89 pa- 
veiksle atvaizduoto kvadrato kraštinė lygi 1. Norėdami iš taško 
A patekti į tašką C, pirmiausia nueikime iš A į B, o paskui — iš 
B į C. Nueitas kelias bus lygus 2. Kelio ilgis nepasikeis, jeigu ei- 
sime kitaip — „laipteliais“: AB ‚BBC. Jeigu tų laiptelių pada- 
rysime dvigubai daugiau, tai kelio ilgis vis tiek bus lygus 2. Ga- 
lime ir toliau smulkinti laiptelius, kaip parodyta 89 paveiksle: 
neribotai dvigubindami laiptelių skaičių, kelio ilgio vis tiek ne- 
pakeisime. Tačiau kelias vis artės prie įstrižainės AC, o ribiniu 
atveju su ja sutaps. Vadinasi, įstrižainės ilgis lygus 2. 

Lygiai taip pat galėtume samprotauti, vietoj kvadrato pasi- 
rinkę bet kokią kitą figūrą, pavyzdžiui, lygiagretainį. „Įrodytu- 
me“, kad lygiagretainio įstrižainė lygi dviejų gretimų kraštinių 
sumai, kitaip sakant, trikampio kraštinė lygi kitų dviejų krašti- 
nių sumai. 

3. 7=2. Nubrėžkime apskritimą ir jo skersmenį. Sakykime, 
skersmens ilgis yra d; tada apskritimo ilgis lygus md. Skritulio 
viduje nubrėžkime du naujus perpus mažesnio skersmens skri- 
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D 
89 pav. 00 pav. 


tulius, kurių centrai — didžiojo skersmens taškai (Q0 pav.). 
Abiejų naujų apskritimų ilgių suma taip pat lygi nd. Kiekviename 
mažesniajame skritulyje vėl nubrėžkime tokiu pat būdu po du 
dar mažesnius apskritimus. Ir vėl naujųjų apskritimų ilgių su- 
ma bus lygi xd. Tęsdami šį procesą, gausime vis tą patį rezultatą. 
Ką gi turėsime ribiniu atveju, kai apskritimų skaičius bus neap- 
rėžtai didelis? Ribinė figūra nesiskirs nuo skersmens, tačiau 
jį turėsime laikyti dvigubu, nes, vieną skersmenį gausime kaip 
viršutinių pusapskritimių ribą, o antrą — kaip apatinių pusaps- 
skritimių ribą. Vadinasi, 7d=2d, arba n =2. 

4. 7=4. Nejudančio skritulio apskritimų, kurio spindulys 
r=OA (91 pav.), rieda kitas mažesnis skritulys, kurio spindulys 


91 pav. 


lygus — (čia n — sveikasis skaičius). Tuomet mažojo skritulio 


taškas A brėžia epicikloidę. Judančiam skrituliui pasisukus kam- 
pu /, jo centras atsidurs tam tikroje padėtyje M’, o taškas A — 
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padėtyje A’. Tada /BM'A' =nt, ZBCA' = (kaip įbrėžtinis 
kampas). Sakykime, tiesė M'4' kerta tiesę OA taške D, tiesė 
BA’ — taške E, o tiesė CA’ — taške F. Kampas A'DE yra tri- 
kampio M'OD priekampis, todėl 

ZA'DE=(n4+ I)t. 


n4 1 
n 


Be to, OM' =r + -=r ' todėl taško M’ koordinatės 


x=- (n+ l)cosż, y--— (an+ 1) sin t. 


Taško A’ koordinates pažymėkime x ir y; tada OX =x, A X=y. 
Lengvai gauname lygybes (atkreipkite dėmesį į kosinuso ženklą!): 


x= (n+ 1) cost- — cos (2 + 1)t, 


y=— (n+1)sin;— — sin (n+ 1) t, 


n 


arba 


x=— [(n+ l)cost—cos (1+1) 4], 
y=> [{n+l)sint—sin(n+ 1) Ą. 


Dabar, apskaičiavę epicikloidės plotą, gausime 
Ç= (n+ 1)(n+2) nr? 
e 
Apskaičiavę? epicikloidės lanko ilgį, atitinkantį vieną apsisu- 
kimą t=2r, rasime ir visos uždaros kreivės ilgį 


J= 8(n+!)r l 
n 


Ieškosime šių reiškinių ribos, kai n—>co, t. y. Kai riedančio 
apskritimo spindulys artėja prie nulio, — tuomet epicikloidė 
kiek norint priartėja prie apskritimo. Ir tikrai, radę ribą 


lim S= lim (1+5) (1+4) e 


n->00 n——0 
1 Naudodamiesi integralinio skaičiavimo formulėmis. 
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gauname žinomą skritulio ploto formulę. Kita vertus, 


lim /=lim 8 (1+5) r=Sr. 


n> n->0 


Apskritimo ilgis, kaip žinome, lygus 2z2r, taigi n =4. 


5. 12 =2x. Ant kiekvienos taisyklingojo n-kampio (92 pav.) 
kraštinės, kaip ant skersmens, nubrėžkime pusapskritimį. Sa- 
kykime, taisyklingojo n-kampio perimetras lygus p„. Tada visų 
pusapskritimių ilgių suma 2, yra lygi 


T 
h= "P. 
92 pav. 


Jeigu n-kampis yra įbrėžtas į fiksuoto spindulio r apskritimą, 
tai, imant ribą, kai n— œ, gaunama ribinė perimetro p, reikšmė 
2mr, o pusapskritimių sudaromos linijos ilgis I„—>7*r. Tačiau 
pastaroji linija ribiniu atveju virsta apskritimu, kurio ilgis lygus 
2rr. 


6. z=25. Jeigu elipsės didžioji pusašė yra a, o mažoji — b, 


ss = À hai | 
tai mažosios ašies atkirsto puselipsio plotas lygus >> mab. Panag- 


rinėkime figūrą, kurią sudaro parabolės lankas ir ilgio 2b styga, 
lygiagreti per viršūnę nubrėžtai liestinei ir nutolusi nuo jos atstu- 


5. Kur klaida? 129 


mu al. Tos figūros plotas lygus Za + 2b. Neribotai didinant 


elipsės pusašės ilgį 2, elipsė pavirs parabole. Vadinasi, ribiniu 
atveju gausime lygybę 


Taigi 
l 4 
DA Tb = b, 
arba 
8 2 
T=5-2Ž ae 


Išvada iš 1—6 pavyzdžių. „,Tolydinumo principas“ yra ne- 
pagrįstas. 

7. Rutulio paviršius lygus m*rž. Ant rutulio paviršiaus, panašiai 
kaip ant gaublio, nubraižykime meridianų ir paralelių tinklą, 
o jų susikirtimo taškus sujunkime spinduliais su rutulio centru. 
Šitaip rutulį suskaidysime į keturkampius, o prie ašigalių — į 
panašius į piramides trikampius kūnus. Žinomas ryšys 


+ rS=V 


įrodomas, remiantis tuo faktų, kad „ribiniu atveju“, t. y. neri- 
botai didinant tinklelio meridianų ir paralelių skaičių, panašius 
į piramides kūnus norimu tikslumu galima laikyti piramidėmis. 
Panašiai samprotaujama ir išvedant formulę, siejančią apskriti- 
mo ilgį I su skritulio plotu S: 


r 
2 l=8 
(skritulio išpiovų plotai apskaičiuojami norimu tikslumu, naudo- 
jantis trikampio ploto formule). 

Panašiais samprotavimais ,¿„įĮrodinņėjamas“ ir ųžrašytasis so- 
fizmas. 


1 Čia kalbama apie parabolę y= = x*, kurios horizontali (t. y. lygia- 
greti nubrėžtai per viršūnę liestinei) styga, praeinanti aukštyje y=a, yra 
lygi 26. Ta styga atkerta figūrą, kurios plotas lygus 3 ab. — Rus. leid. 


red. past. 
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Rutulio paviršiuje pasirinkime bet kurį tašką ir jį laikykime 
ašigaliu. Nubrėžkime per jį n meridianų vienodais kampiniais 
atstumais vienas nuo kito. Nubrėžkime tą ašigalį atitinkantį 
pusiaują. Dabar nagrinėkime sferinius trikampius, kuriuos su- 
daro gretimi meridianai ir pusiaujas. Kuo didesnis bus n, t. y. 
kuo mažesnis kampas tarp gretimų meridianų, tuo tiksliau sfe- 
rinio trikampio plotą galėsime laikyti lygiu pusei pagrindo ir 
aukštinės sandaugos. Sakykime, trikampio pagrindas pusiaujyje 
lygus g; jo aukštinė lygi ketvirtadaliui rutulio didžiojo apskriti- 
mo, t. y. = (čia r — rutulio spindulys). Vadinasi, trikampio plo- 

l mr | ; ; P Tr 
tas lygus 5 g >-. Pusės rutulio paviršių gauname lygųng- -y> 


2 
o viso rutulio — E. Kadangi sandauga ng lygi pusiaujo il- 
giui, t. y. 227, tai viso rutulio paviršius lygus mžr*. 

Išvada. Sakykime, koks nors paviršius arba kūnas sudary- 
tas iš kiek norint didelio skaičiaus dalių. Paviršiaus plotą arba 
kūno tūrį įvertiname, nustatę, kad jo dalių plotai arba tūriai 
kiek norint mažai skiriasi nuo kurių nors kitų mažų figūrų plo- 
tų arba tūrių. Deja, jeigu ir nustatome tą faktą, tai jo dar neuž- 
tenka kūno paviršiaus plotui arba tūriui skaičiuoti!. 


8. 2=3 =n. Funkcijos 


= 
| 
x 


išvestinės formulė paprastai gaunama šitokiu būdu. Apskaičiuo- 
jamas funkcijos pokyčio ir argumento pokyčio santykis 


x” — x? 


goy TA Ex Paet" x] n.. xxix (1) 


o po to ieškoma jo riba, kai x—x,. Šitaip randama išvestinė taš- 
ke x: 


xi XxX—AX. A—-A1 


1 Šią pastabą (originale ji suformuluota dar neaiškiau, negu vertime) 
reikia suprasti štai kaip: plotas sferinio trikampio, kurį sudaro du gretimi 
meridianai ir pusiaujas, ir plotas plokščiojo trikampio su tokio pat ilgio pa- 


À OE: E r R ST 
grindu ir aukštine > Nėra ekvivalentiški nykstantys dydžiai, kitaip tariant, 


tų plotų santykis neartėja prie I, kai n->co. — Rus. leid. red. past. 
2: 131 


Jeigu išvedimui naudotoje (1) lygybėje įrašysime x,=1, tai, im- 
dami n=2, 3 ir t. t., gausime 


e 0 > ọọ è >è >ù è 000 où ò> > oOo 0) 0.) e. sio 


x” |] 


x-! 


=x" 4x"? 4... ++ l; 


(čia n — bet koks natūrinis skaičius). Kai x=1, visų lygybių kal- 


riosios pusės lygios tam pačiam santykiui todėl turi būti ly- 


0 , 
gios ir jų dešiniosios pusės, t. y. 2=3=...=nl, 

Išvada. Jeigu, imant kurias nors argumento reikšmes, funkci- 
ja tampa neapibrėžta, nustoja prasmės, tai negalima ieškoti jos 
reikšmių, atitinkančių tas argumento reikšmes, perdirbant funk- 


skiriasi nuo 


ciją neleistinomis operacijomis. Funkcija y= T 
funkcijos y=x4+1 — juk pirmoji, kai x=1, yra neapibrėžta, o 
antroji — apibrėžta. Tą patį galima pasakyti ir apie kitus reiški- 
nius. 

9. sin 2x=2 sinx. Iš formulės 


f sinx 
lim = Í 
x—0 
gauname 
La sin 2x r 2sinx 9 
eÓ x=0 X i 
taigi 


sin 2x = 2 sin x. 


f. G) fa (x) 
ex) UE g(x) 


Iš lygybės lim negalima daryti išvados, kad 


Jx) =f (X). 


1 Šį prieštaravimą paplitusiam būdui laipsnio išvestinės formulei gau“ 
ti iškėlė dar anglų filosofas Berklis. 
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10. „Lygybę“ 4+1= — ! galime gauti, prilyginę vienas kitam 
reiškinius 


lim lim ŽCŽ ir lim lim žI7 O 
X=»0 Y-00 y 0 x>» X+Y 
Iš tikrųjų 
L-Ž 
lim Z= lim Ž=+l1, 
x> 0 +y x> 147 
vadinasi, 
J> X> 
O 
EA | 
lim ©? = lim J = =], 
"ii i Jeron A 
taigi 7 
lim lim Z = ~1, 


11. Dvi bet kokios trupmenos = ir S yra lygios. Tą galime 
įrodyti, reiškinyje 
ax+ cy 


lim lim id 


x—0 y—0 


pakeitę ribų ieškojimo tvarką: 


12. 1=0. Įrodymui reiškinyje 


lim lim a? 
a—>0 6-0 
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pakeiskime ribos ieškojimo tvarką. Iš tikrųjų 


lin lima?=lima?= hm1]=|, 
a—>0 b—-0 a—>0 a->0 


lim lim a? =lim 0? =lim 0=0. 
b—>0 9—0 5-0 5-0 
Išvada iš 10—12 pavyzdžių. Ne visada galima pakeisti ri- 
bos ieškojimo tvarką. 
13. Kam lygu lim a°? Įeškokime šitos ribos šitaip: 
a—0 
lim a 
lim a° = (lim a)*"" . 
a->0 a 
Jeigų pirmiau skaičiuosime ribą laipsnio pagrinde, o paskui — 
rodiklyje, tai gausime 0. O jeigu ribos ieškosime atvirkščia tvar- 
ka, gausime 1. 


14. Ar lim í Í+ Ly lygu I, ar œ? Jeigu ribos, kai n— 00, pir- 
no ; 


miau ieškosime laipsnio pagrinde, tai gausime lim 1" = |. Tačiau, 


n—>r00 


> 1 ir kad lim a"= œ, jeigu tik a> 


n> 


> 1, reiškinio (i Ha) ribą rasime lygią oo. Žinoma, abu spren- 


pastebėję, kad 1 + = = at 


dimai klaidingi. 

Išvada iš 13 ir 14 pavyzdžių. Sudėtingos ribos skaičiavimo 
negalima pakeisti dviem vienas po kito atliekamais ribų skaičia- 
vimais. 

15, Apskritimo izoperimetriškumo! įrodymą Šteineris pa- 
grindė šitaip. Kad ir kokią uždarą liniją, besiskiriančią nuo ap- 
skritimo, paimsime, visada egzistuos kita tokio pat ilgio liniją, 
ribojanti didesnį plotą?. Štai analogiškas samprotavimas’. Duota 
cilutė }-+x+x?+... Ji konverguoja, esant įvarioms teigiamoms 
x reikšmėms. Pasirinkus vieną iš tokių reikšmių x, visada galima 
nurodyti kitą reikšmę x,, didesnę už x, kuriai esant eilutė vis dar 
konverguoja. Kadangi negalima teigti, kad ši eilutė konverguoja, 
kad ir kokios didelės būtų x reikšmės, tai egzistuoja didžiausia 
reikšmė, kuriai esant eilutė dar konverguoja. 


1 Iš visų tam tikros klasės kreivių, kurios yra vienodo ilgio, izoperimetri- 
ne čia vadinama kreivė, ribojanti didžiausią plotą. — Vert. past. | 

2 Šteinerio įrodymą galima rasti, pavyzdžiui, knygoje JĮ. A. K pł- 
XaHoBCKHH. M3onepmmerph. M., OuamaTrH3, 1959. — Rus. leid. red. 
past. 

3 Pagal Peroną. 
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"Ši išvada, beje, klaidinga. Eilutė diverguoja, kai |x|>1, ir 
konverguoja, kai —1 <x< +]. Vadinasi, neegzistuoja didžiausia 
x reikšmė, kuriai eilutė konverguoja. 

Išvada. Šteinerio įrodyme neįrodoma, kad yra bent viena 
linija, kuri, būdama nustatyto ilgio, riboja didžiausią plotą. Įro- 
dę, kad tokia linija egzistuoja, įsitikinsime, kad tai gali būti tik 
apskritimas. Šteineris įrodė tiktai šį teiginį: linija, kuri nėra ap- 
skritimas, negali riboti didžiausio ploto. 

16. Laužtinę ABC reikia pakeisti tokia kreive, kuri labiausiai 
priartėtų prie tos laužtinės. Lūžį taške B pakeiskime lanku tokio 
apskritimo, kuriam tiesės BA ir BC būtų liestinės. Reikalavimas, 
kad ši kreivė kiek įmanoma priartėtų prie laužtinės, yra neįvykdo- 
mas, nes, kurią tokią kreivę beimtume, visada egzistuos kita krei- 
vė, dar labiau priartėjusi prie laužtinės!, 


ili. Sekos 


1. Skaičių sekos sutvarkymas pagal jos narių didumą. Skaičių 
seka su teigiamais nariais ne visada yra monotoniškai didėjanti 
arba monotoniškai mažėjanti. Tačiau sekos narius visada galima 
išdėstyti pagal didumą. Pavyzdžiui, duota seka 


l 
Aan-1 7 E aon = 5 i 


> l ] l l l | | 
l, 9! 9: 4’ 3: 6:7 47 D ars 


Pertvarkant narių išdėstymą, ją galima pakeisti seka 


OO E M aa dao ola 
„4, 9? 9? 3? 4? 4 ? 5? 67 6'7'* 


Pažiūrėkime, ar tikrai visada galime taip daryti, 
Nagrinėkime seką visų trupmenų m telpančių tarp O ir 1. 


Išdėstykime jas, pavyzdžiui, vadovaudamiesi taisykle: trupmenos, 
kurių skaitiklio ir vardiklio suma lygi n, rašomos prieš trupmenas, 
kurių skaitiklio ir vardiklio suma n+ 1; tos tupmenos, kurių šios 

1 Šį samprotavimą autorius pateikia, tur būt, norėdamas dar karią pa- 
brėžti, kad ne kiekvienoje figūrų klasėje egzistuoja „ribinė“ figūra (pavyz- 
džiui, didžiausio ploto, labiausiai priartėjanti pre nurodytos laužtinės ir t. t.). 
T dar kartą pabrėžiama loginė spraga Šteinerio įrodyme. — „Rus. leid. 
red. past. 
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sumos lygios, rašomos skaitiklio didėjimo tvarka; prastinamos 
trupmenos sekoje nerašomos. Tokiu būdu gausime seką | 


1 1 1 2 1 I 2 83 I 3 1) 
9? 3? 4?! 3? 576757 4? 22212 ( 
Žinoma, ji nėra monotoniškai didėjanti arba mažėjanti. Pamėgin- 
kime šios sekos trupmenas išdėstyti didėjimo tvarka. Sakykime, 
tai jau padaryta ir naujoje sekoje po trupmenos S seka T Tada 


trupmena s taip pat priklauso? (l) sekai. 


Kadangi 5 <4» tai ad<bc. Aš tvirtinu, kad 


SL. (2) 
Pastaroji nelygybė ekvivalentiška nelygybei 
ab+ad< ab +bc, 
todėl (2) nelygybė teisinga. Be to, 


ATL p 
b+d d ’ 


nes teisinga nelygybė 
ad+cd<bc+cd. 


Vadinasi, 


a+c c€ 
bzd“ av 


S 


< 


b 
taigi £ anaiptol nėra po = sekantis sekos narys. Gavome prieš- 


taravimą. 
Užuot sudarę tokią seką, kaip Farėž eilutėse, galime imti 
trupmenų aritmetinį vidurkį?, t. y. 
l ( a i: 5) _ ad+be 
Wb d)" 2bdd ’ 
1 Gal būt, tą trupmeną reikės suprastinti. Pavyzdžiui, trupmenos 5 ir 


8 : 1+8 . , ; 
79 neprastinamos, tuo tarpu trupmena 5 jau prastinama. — Rus, leid. 


red. past. 

3 Žr. knygą H. M. BunorpanosB. OcHoBi TeopHu yuce. M., „Haya 
Ka““. — Rus. leid. red. past. 

* Ir vėl trupmenas, kurias galima, reikia suprastinti. — Rus. leid. red. 
past, 


13G 


nes jam taip pat gauname nelygybes 


a „adtb < 
bS a a 


Išvada. Teigiamų narių seką, kuri nėra monotoniškai di- 
dėjanti arba monotoniškai mažėjanti, ne visada pavyksta, perkel- 
dinėjant narius, paversti monotoniškai kintančia seka. 

2. Kai kas samprotauja šitaip: jeigu duotas teigiamas skaičius 
a<], tai a*ž<a, aè <a?, ..., t. y. laipsniai vis mažėja, todėl 


lim a” = (0, kai O<a< 1. 
n> 
Sekos 
d, = 9 2 = 9? d; = 4 ? 8? -o o 
nariai taip pat vis mažėja, vadinasi, jie turi artėti prie nulio. Ta- 
čiau taip nėra, lim a„# 0, sekos nariai nepasidaro kiek norint ar- 


a= | 


timi nuliui. Nesunku įsitikinti, kad lim a,= 1. 
n—0 
Išvada. Jeigu teigiamų narių sekai, pradedant tam tikru n, 
tinka nelygybė 


24141 <an» 


tai dar negalima daryti išvados, kad 


lima, =0. 


n—->0 


3. Priešingu atveju, kai netenkinama nelygybė a,,,<4,, 
vis tiek gali būti lim a,=0. Tuo įsitikinsime, panagrinėję, pa- 


n->œ 


vyzdžiui, seką 


t. y. seką 
E E. i id i 
L] 9 L] o 9 4 , 3 , 6 9 4 9 8 p oao 
Išvada. Reikalavimai 


a.+1< 4, ir lim a,=0 


n— M 


tarpusavyje visiškai nesusiję. 
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4. e=œ. Kai kas samprotauja šitaip: jeigu a>1, tai a*>a, 
a*>a*, ..., t. y. lapsniai vis didėja; vadinasi, 


lim a” = œ, jeigu a>1. 


n—0 


Remdamiesi šia išvada, parodysime, kad e= 00. 
Kaip žinome, 
, 1 
e= lim (1+5). 
n 


n> 


n-1 mi 
Įrodysime, kad (1 + =) > (1 + T) „ Tada, remdamiesi 
ankstesne išvada, galime tvirtinti, kad seka, kurios bendrasis 
narys Yra (| + artėja prie oo. 


Remiantis binomo formule, 


(1+x)/">1+nx. 


Iš čia, imdami x= — L, gauname! 
(1 -=>)=(| -Ž (1 +y > =+, 
Vadinasi, 


(Zr HE (A 


Tą ir reikėjo įrodyti. 
Išvada. Reikalavimai 


a,+, >, ir lim a,= O 


A-—>00 


visiškai tarpusavyje nesusiję. 


1 Nelygybė (1+x)"> 11 +nx tikrai nesunkiai išvedama iš binomo formu- 
lės, kai x teigiamas. Tačiau autorius pasinaudoja šiuo sąryšiu, imdamas nei- 
n 


giamą reikšmę x= — =: ir gauna (1-7 >1- L. Šios išvados teisin- 


gumą patvirtina tai, kad, ir kai — 1 <x<0, nelygybė (1 +x)"> 1 + nx teisin- 
ga. Paprasčiausiai nustatoma šitaip: funkcija (1+x)"-(14+2x) yra mono- 
toniška atkarpoje —1<x<0, nes jos išvestinė n[(14+x)""1-— I) tos atkarpos 
viduje nevirsta nuliu (vienintelė išvestinės šaknis x=0); be to, kai x=0, 
ši funkcija virsta nuliu, o kai x= — I, jos reikšmė yra teigiama (2> 1); taigi 
funkcija teigiama, kai —1<x<0. — Rus. leid. red. past. 
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5. Paskutinis sekos narys. Skaičių seka 
0,3; 0,33; 0,333; 0,3333;... 


2 i PERE į ss L i 2 i 
kiek norima priartėja prie skaičiaus 3- Vadinasi, 5 yra paskuti- 


nis tos sekos narys. 

Kad ši išvada — klaidinga, rodo jau sveikųjų skaičių seka, 
kurią nagrinėjome | pavyzdyje (119 psl). Tarus, kad egzistuoja 
toks paskutinis narys, tuojau kiltų keblus klausimas: ar tas 
paskutinis narys yra lyginis, ar nelyginis? Tokį pat rebusą reik- 
tų spręsti ir su seka 


+1, -1; +1, —1, ... 


— ar jos „paskutinis“ narys yra +1, ar —1? 
Dabar panagrinėkime ne diverguojančią, o konverguojančią 
seką. Ar skaičius z yra sekos 


3,1; 3,14; 3,141; 3,1415; 3,14159; ... 


paskutinis narys? Kas atsakys „taip“, — tegul pasako to pasku- 
tinto nario numerį! 
O kaip nustatyti konverguojančios prie nulio sekos 


1 1 ] | ] 
2 9 , p , 4 $ 5 j e.’ 
mažiausią narį? Štai taip ir pirmoji šiame pavyzdyje paminėta 
seka nepasiekia skaičiaus F 
Išvada. Skaičius, kuris yra sekos riba, bendruoju atveju 
nepriklauso tai sekai. _ 
Mes pasakėme „bendruoju atveju“. Zinoma, ribinė reikšmė 
priklausys, pavyzdžiui, sekai 


l l l 


l, 0, p , O, 3? 0, 4? 0, 
arba iš pirmosios sudarytai sekai 
r 1, > 25 + 
0,3; z> 0,00, 33 0,333; a» 0,3333; Fj 


6. Dviejų sekų palyginimas. Duotos dvi sekos. 
Sakykime, sekoje 


21, Aa Ags s.. 


lim a,=a, 


n->% 
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o sekoje 
Dis Das Dai sė 
lim b,=b. 


n—->0 


Be to, sakykime, kad a, > b, visiems k. Tai dar neįrodo, kad a >b. 
Pavyzdys. 


l 
a r E b= 35: 


IV. Funkcijos ir kreivės 


1. Išnagrinėkime funkciją 
f(x)=sinnx 


ir pasistenkime rasti jos ribą, kai x— 00. Kai x įgyja iš eilės visų 
sveikųjų skaičių reikšmes, gauname seką 


Sin 0=0, sinm=0, sin 2r=0, sin3T=0, ..., sinkn=0,... 


Atrodo, kad lim sin xx turėtų būti lygus 0. Tačiau jei x reikš- 


7 oad i | r 
mės įgyja sekos 5, 2 5, 4 5 reikšmes, tai funkcija įgyja reikš- 


Pagaliau, jei x įgauna sekos L ; 32, 55 reikšmes, tai 
funkcijos reikšmės vėl pasikeičia. Taigi ieškomoji riba neegzis- 
tuoja. 

Išvada. Prieš ieškant funkcijos ribą, kai x—a, reikia išsi- 
aiškinti, ar funkcija artės prie vienos ir tos pačios ribinės reikšmės, 
kai x įgyja laisvai pasirinktos sekos, konverguojančios prie 
reikšmės a, reikšmes 


2. Kokia yra funkcija y=Ž ? Jei funkcija atrodo elementari, 


nereikia manyti, kad ji yra apibrėžta visoms x reikšmėms. 
Funkcija 


f6)-Ž 


nėra apibrėžta, kai x =0. Tačiau šiuo atveju mes susiduriame su 
pašalinamuoju trūkiu. Duotoji funkcija skiriasi nuo funkcijos 
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y=] tiktai taške x =0. Jeigu x įgyja reikšmes laisvai pasirinktos 
sekos, monotoniškai mažėjančios arba didėjančios, konverguo- 
jančios prie nulio, tai atitinkamos funkcijos reikšmės įgauna se- 
kos 1, 1, 1, ... reikšmes. Vadinasi, 


lim += 1 
x—0 X 
Funkcija 
_ ax'-a 
Jo 


taip pat yra neapibrėžta, kai x =a, tačiau 


lim f (x)= lim (x +a) = 2a. 


Išvada. Galimi tokie atvejai, kai tam tikrai argumento reikš- 
mei x=a funkcija nėra apibrėžta, tačiau egzistuoja jos riba, kai 
x—>d. 

3. Riba iš dešinės ir iš kairės. Išnagrinėsime funkciją 


y=E(ix|); 


čia|x| — skaičiaus x modulis, o Elx| — didžiausias sveikasis skai- 

čius, mažesnis už skaičių |x| arba jam lygus. 93 paveiksle atvaiz- 

duotas šios funkcijos grafikas. Jei, pavyzdžiui, artėsime prie 

funkcijos reikšmės taške x =! iš kairės, tai gausime y=0, o artė- 

dami prie tos pačios reikšmės iš dešinės, gausime lim y=+l1. 
X—> 


93 pav. 


Išvada. Kalbant apie funkcijos ribą, reikia -skirti jos ribą 
iš kairės ir ribą iš dešinės. | | 

4. Funkcijos reikšmė ir funkcijos riba tame pačiame taške 
yra skirtingos. Būtų neteisinga manyti, kad funkcijos reikšmė, 
kai x=a, visada yra lygi jos ribai, kai x—a. 
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Funkcija 


flim Visi, 


kurioje |x] — skaičiaus x modulis, kai x=0, įgyja reikšmę 0. 
Tačiau kai x +0, x—>0, funkcijos riba lygi 1 nepriklausomai nuo 
to, ar x>1, ar x<! (čia to neįrodinėsime). Taigi, kaip matome 
funkcijos grafike 94 paveiksle, 


J (0) =0, 
tačiau 
lim f(x)= I. 
x—0 


Išvada. Kartais, esant tam tikrai argumento reikšmei x =a, 
funkcija būna apibrėžta, tačiau jos reikšmė, kai x=a, skiriasi 
nuo ribinės reikšmės, kurią gauname, kai x->a. 


94 pav. 


5. Galimas ir toks atvejis, kai funkcija kuriame nors taške 
turi skirtingas ribas iš kairės ir iš dešinės, o jos reikšmė tame 
taške skiriasi ir nuo ribos iš kairės, ir nuo ribos iš dešinės (95 pav.). 
Duota funkcija 


; | 
J) = Hm Tirza 
Turėsime: 
0, jeigu |x|<!, 
lim |x|"=$ 1, jeigu |x|=1. 
œ, jeigu |x|> I. 
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Vadinasi, 


; ; l 
kai |x|<l j(k)= lim qzp = 
. ; l | 
kai |x|=1 f (x)= lim ar a 
0 Ė | 
kai |x|>1 f(x)= lim ETETA 
6. Ta -5 ? Funkcija y=arctgx — atvirkštinė funkcijai 


y=tg x. Vadinasi, priklausomybę y=tgx galime perrašyti ši- 
taip: x=arc tg y. Dabar antrojoje funkcijoje galime sukeisti 
kintamųjų žymėjimus. 
Kadangi 
lim tgx=-œ, lim tgx=+0, 


—(5)+0 je 


(čia +0 reiškia, kad prie reikšmės > artėjama iš dešinės, o —0 — 
kad artėjama iš kairės), tai, imant atvirkštinę funkciją, 


Funkcijos grafikas atvaizduotas 
96 paveiksle, 


7. 0=007 Duota funkcija y= 
] l 


=e *. Tuomet lim e *=0, o 
i x—>40 
lim e *= 0. 
x—>-0 | 
8. Funkcija sign x (tariama sig- 
num x) apibrėžiama šitaip: 


+ l, kai x>0, 
sign x=$ —!, kai x<0, 
0, kai x=0. 

97 paveiksle atvaizduotos funkcijos, kuriose yra sign x. Šiuo- 
se paveiksluose, kaip ir anksčiau, funkcijų reikšmės parodytos 
mažais juodais skrituliukais, o ribinės reikšmės — baltais skri- 
tuliukais. 


143 


e x Ye- sign?x 
a b 


ys f-sign?x 


9, Išnagrinėsime funkciją 
J (x)=(- 1). 


Kai x įgyja visų sveikųjų skaičių reikšmes, funkcija įgyja 
reikšmes f(0)=1, f(1)=-!, f(2)=+1, 7(3)=-1, ... Jeigu 


x įgauna reikšmes 
b, 1+6, 2+b, 3+b, 44b, ..., 


(čia b — kažkokia trupmena, 0<b< 1), tai funkcijos reikšmės, 
kadangi jos egzistuoja, skiriasi tiktai ženklais. Jeigu f(b)=B, 
tai gauname seką B, —B, +B, —-B,... 
Todėl pakanka išnagrinėti funkciją intervale 0<x<!. 
Jeigu x įgyja reikšmes +, To Feros tai funkcijos reikšmės 
šitokios: 


f (5)=-1.7(5)=-1L 7(5)=-L 
nes, pavyzdžiui, 
I 3 
(-1)*=Y-1=-1. 

Tokią pat funkcijos f (x) reikšmę gausime, jeigu x bus A pa- 
vidalo trupmena, o pir q — tarpusavyje pirminiai nelyginiai skai- 
čiai. Pailiustruosime pavyzdžiu: 

3 5 5 


(=)? =V I}=V71=-1. 
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2 


i dey 2 2 až i 
Imdami x reikšmes >, 5o 7> «o gauname funkcijos reikš- 


mes 


nes, pavyzdžiui, 


m 


3 


= a a a O 
(-1)*=V(-12=Y/1=1. 


Funkcija f (x) įgyja tas pačias reikšmes, kai x yra g pavidalo 
trupmena, o p ir q — tarpusavyje pirminiai skaičiai ir p yra lygi- 
nis, q — nelyginis. Pagaliau, jeigu x įgyja 2 pavidalo reikšmes, 
o pir g — tarpusavyje pirminiai skaičiai ir g — lyginis, tai funk- 


cija neturi realių reikšmių. Iš tiesų, pavyzdžiui, reikšmė f (z) = 
l 
=(—-1)Ž2=WY —I nėra realus skaičius. 


Taigi priėjome išvadą: kai 0<x<! ir x=% (čia £ — nesu- 


prastinama trupmena), tai funkcijos f (x) reikšmė lygi +1, jeigu 
p yra lyginis, ir funkcijos reikšmė lygi — 1, jeigu p ir 4 — nelygi- 
niai skaičiai. Funkcija f (x) yra neapibrėžta, jeigu nesuprastina- 


mos trupmenos P. vardiklis yra lyginis skaičius. Atvaizduosi- 


me šią funkciją grafiškai. Jos grafikas susideda iš atskirų taškų, 
kurie yra išsidėstę tiesėse, lygiagrečiose x ašiai ir nutolusiose nuo 
jos į abi puses atstumu, lygiu 1. Pastebėsime štai ką: jeigu kuris 
nors tiesės y= +1 taškas priklauso funkcijos y=f(x) grafikui, 
tai tiesės y= —1 taškas su ta pačia abscise grafikui nepriklauso, 
ir atvirkščiai. Be to, bet kuriame kiek norint mažame x ašies in- 
tervale yra be galo daug taškų, kuriuose funkcija neapibrėžta; 
viršutinės ir apatinės tiesių taškai, atitinkantys tas abscises, funk- 
cijos grafikui nepriklauso. Tariame, kad tokias x reikšmes ati- 
tinka „skylės“ tiesėse. Viršutinės ir apatinės tiesių taškai, pri- 
klausantieji grafikui y=f(x), taip pat ir „skylės“ išsidėstę vi- 
sur tankiai (98 pav.). 

Kokią reikšmę įgyja funkcija f(x), kai x — iracionalusis 
skaičius? Į iracionalųjį skaičių galime žiūrėti kaip į racionaliųjų 
skaičių seką. 
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Esame išsiaiškinę, kaip skiriasi funkcijos reikšmės, kai argu- 
mentas yra A tipo trupmena, tačiau tų dėsningumų negalime tai- 


kyti iracionaliesiems skaičiams. Todėl neįmanoma rasti funkcijos 

f (<) reikšmės, atitinkančios 

iracionaliąją argumento reikš- 

mę x=c; lim f (x) neegzis- 
x>] 


tuoja. 

Tokias patologines funk- 
cijas galima nubrėžti daug 
paprastesniu būdu. Rasime 
funkciją f (x), sakydami, kad 
f(x)=—1 racionaliosioms x 
reikšmėms ir f(x)=1 iracio- 
naliosioms x reikšmėms. Tokia funkcija turės be galo daug trūkių 
bet kuriame kiek norint mažame nepriklausomojo kintamojo 
reikšmių intervale. Šios funkcijos grafikas — tai dviejų lygiagre- 
čių tiesių atskiri taškai; be to, jei kuris nors vienos „tiesės“ 
taškas priklauso funkcijos grafikui, tai tos pačios abscisės ki- 
tos „tiesės“ taške bus skylė. 

10. Funkcijos lygties dauginimas. 2 pavyzdyje išnagrinėtos 
funkcijos lygtį 


98 pav. 


y=Ž (1) 
padauginkime panariui iš x: 

yx=x. (2) 
Šių dviejų funkcijų grafikai (99 pav., a ir b) bus skirtingi. 


y 


99 pav. 


(1) funkcijos grafikas — tai tiesė, lygiagreti x ašiai ir nutolu- 
si nuo jos atstumu, lygiu 1, su skyle taške x=0. (2) funkcijos 
grafikas — ištisinė tiesė y=1 ir y ašis, nes (2) lygtis yra patenki- 
nama ir kai x =0, o ši lygybė yra y ašies lygtis. Analogiškai funk- 
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cijos y=Ž grafikas yra hiperbolė (100 pav., a) neturinti realių 
reikšmių, kai x=0, o kreivės xžy=x grafikas (100 pav., b) 
yra hiperbolė y= ir y ašis, nes lygtis xžy =x patenkinama ir 
tuomet, kai x =0. 


Tokius pat skirtumus pastebėsime, išnagrinėję funkcijas 


sin X 
y= - ir yx=sinx. 


y C y 
X | X 


a 
100 pav. 

11. Funkcijos lygties kėlimas kvadratu. Sutarsime ženklu 

V žymėti šaknies aritmetinę reikšmę. Funkcija y = = V x ir iš jos 


gaunama, keliant kvadratu abi lygybės dalis, funkcija yž=x yra 
skirtingos, kaip tai atvaizduota 101 paveiksle, a ir b. 


J | J 
x X 
a b 
101 pav. 
Išvada iš 10 ir 11 pavyzdžių. Dauginant ir keliant kvadratu, 
funkcija ir jos grafikas pakinta. 
12. Maksimali ir minimali reikšmės. Nereikia manyti, kad 


kiekviena funkcija intervale, kuriame ji yra apibrėžta, būtinai 
turi maksimalią ir minimalią reikšmes. Funkciją 


f(x)= lim (V |x|- 33) 


n—00 


galime išnagrinėti, remdamiesi 4 pavyzdžiu. 
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Turime 
f(x)=0, kai x=0; 


x(x)=1-—Ax?, kai x 40. 


102 paveiksle atvaizduotas tos funkcijos grafikas. Reikia 
pasakyti, kad parabolės viršūnė grafikui nepriklauso, vietoj jos 
tenka imti koordinačių pradžią. 

Funkcija 


J= lim (*- VIKI 


taip pat lygi nuliui, kai x=0, o kai x#0, jos reikšmė yra 
f(x)=Ax*- 1. 


Šios funkcijos grafikas atvaizduotas 103 paveiksle. Ji neturi mi- 
nimumo, nes ir čia vietoj parabolės viršūnės turime koordinačių 
pradžią. 


y y 


102 pav. 103 pav. 


Išvada. Kai kuriais atvejais tam tikrame intervale funkcija 
yra apibrėžta visoms nepriklausomo kintamojo reikšmėms, bet 
neįgyja nei maksimalios, nei minimalios reikšmės. 

Be to, kaip rodo abi funkcijos 


f(x)= lim (V|x| 1), 


funkcija gali būti apibrėžta, kai x=a, ir gali egzistuoti lim f (x), 


tačiau šios reikšmės gali nesutapti. 
Išvada iš 6, 8 ir 12 pavyzdžių. Išraiškos f (a) ir lim LJ (x) 


visiškai tarp savęs nesusijusios. Jų reikšmės gali būti skirtingos, 
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viena jų gali neegzistuoti, ir, žinoma, gali neegzistuoti nė viena 
iš tų išraiškų. 

13. Tam tikroje srityje funkcija neturi nei maksimumo, nei 
minimumo. Jeigu tam tikrą baigtinę x reikšmę atitinka begalinė 
funkcijos reikšmė, t. y. jeigu funkcija tam tikrame taške virsta 
begalybe, tai iš tikrųjų reiškia, kad tokiai x reikšmei funkcija 
yra neapibrėžta. Tai — ypatingos rūšies taškas. 

Funkcija 

l 

J (x)= 
taške x=0 yra neapibrėžta, bet taškuose, pakankamai artimuose 
taškui x=0, jos reikšmės yra neaprėžtai didelės (104 pav.). Tą 
faktą užrašome šitaip: 

lim 70. 

x—0 * 
Tiriamoji funkcija neturi maksimumo visoje nepriklausomo kin- 
tamojo kitimo srityje. 


104 pav. 105 pav. 


Panaši yra ir funkcija 
— ] 
f(x)= 2 o? 
tiktai 
lim | —)= — 00 à 
x—0 


Ši funkcija neturi minimumo (105 pav.). 
144. +œ =- œ? Kai x=0, funkcija 


f= 


virsta arba +œ arba — œ, žiūrint kaip artėjama prie reikšmės 
x=0 — iš kairės ar iš dešinės (106 pav.). Panašią savybę turi ir 
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funkcija lim tgx. Savaime suprantama, tai dar nereiškia, kad 


T 
xX—>= 


2 
+0=—-0. Taigi prieiname šitokią išvadą. 

Išvada. Nors ir būtų galima rašyti lim f (x)= œ, kai, artė- 

x=>a 

jant x prie a, f (x) viršija kiek norint didelį duotąjį skaičių, vie- 
nok šitoks užrašas tikrai neleistinas tuo atveju, kai, artėdami 
prie a iš dešinės, gauname + œ, 0, artėdami iš kairės, gauname 
— œ. Ypač abejotinas užrašas tg 7 = 0, jei tiksliai nesutarta, 


apie ką kalbama. 


107 pav. 


15. Dabar ištirsime funkciją 


2 1 
J (x)= lim Tr 


Gauname 
lim x*"=0, kai |x|<1, 
n> œ 
lim x?” =], kai |x|=1, 
A=>00 
lim x?" = œ, kai |x|>1. 
m> 0 
Vadinasi, 


f(x)=1, kai |x|<!, 

f(4)= 0, kai |x|=I, 

f(x)=0, kai |x|>l. 
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Kai x=+1 ir x=-— l1, funkcija virsta begalybe, tačiau taš- 
kuose, artimuose 1 ir — 1, funkcijos reikšmės nebus kiek norint 
didelės. Kaip vaizduoja 107 paveikslas, tim 2 ([x|) reikšmės iš 

| x 


kairės ir iš dešinės yra skirtingos, be to, 2 einasi nuo f(|x|) = 
= 00, 

Išvada. Kartais, esant tam tikrai kintamojo reikšmei, funk- 
cija virsta begalybe, tačiau imant gretimas kintamojo reikšmes, 
ji neartėja prie + œ arba — œ. 

16. Laužtinė, sudaryta išbe galodidelio skaičiaus atkarpų, ga- 
li būti baigtinio ilgio. Kaip pavyzdį ištirsime populiarų judėjimo 
uždavinį ir nubrėšime to judėjimo grafiką (108 pav.). Iš punkto A į 
punktą B, kuris yra už 120 km, eina pėsčiasis 5 km/h greičiu. 
Dviratininkas važiuoja iš punkto B į punktą A 10 km/h! greičiu. 
Nesunku apskaičiuoti, kad dviratininkas ir pėsčiasis susitiks 
po 8h taške C; tuomet pėsčiasis jau bus nuėjęs 40 km, o dvirati- 
ninkas — nuvažiavęs 80 km. Tarkime, kad vos jiems pajudė- 
jus, iš taško A priešais dviratininką išskrenda balandis 20 km/h 
greičiu; pasitikęs dviratininką, jis iš karto pasuka atgal prie 
pėsčiojo. Susitikęs pėsčiąjį, balandis negaišdamas apsisuka ir 

km 


108 pav. 


skrenda link dviratininko ir t. t. Kaip matome judėjimo grafike, 
pėsčiajam ir dviratininkui artėjant prie susitikimo taško C, ba- 
landis vis dažniau grįžta nuo vieno keleivio link kito. Iš grafi- 
ko nesunku nustatyti balandžio nuskristo kelio ilgi. Šis zigzago 
pavidalo kelias yra tokio pat ilgio, kaip ir kelias, kurį jis būtų 
nuskridęs visą laiką skrisdamas viena kryptimi iki tam tikro taš- 


1 Pėsčiasis ir dviratininkas išvyksta vienu metu. — Rus. leid. red. past. 
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ko C’; balandžio kelias yra 160 km ilgio, nes tiek jis turi nuskris- 
ti per 8 h. 

17. Kreivės, be galo daug kartų apsivijusios apie vieną tašką, 
gali būti baigtinio ilgio. Nubrėžkime pusę apskritimo taip, kad 
atkarpa a būtų jo skersmuo (109 pav.). Prie pusapskritimio pri- 
junkime kitapus atkarpos dar pusapskritimį, kurio skersmuo 


lygus =, o po to vėl kitoje atkarpos pusėje — dar pusapskritimį, 
kurio skersmuo lygus Ti ir t. t. Pirmojo pusapskritimio ilgis bus 


a e a a Ds a. e e. o 
lygus 175, antrojo — T-7, trečiojo — m -ir t. t. Visos kreivės 


8 
ilgis bus lygus 
/1 1 1 
Mztątą a PG )=7a. 
Vadinasi, linija, sudaryta iš pusapskritimių ir apsivijusi apie tam 
tikrą skersmens a tašką (kur yra tas taškas?), yra tokio pat il- 
gio, kaip skersmens a apskritimas. 

Tą pačią savybę turi ne tik ši, panaši į spiralę, kreivė, bet ir 
„tikros“ spiralės, pavyzdžiui, spiralė, gaunama, sudarius sferos 
loksodromą!. Jeigu ta spiralė sudarys su meridianais kampą, 
nelygų 0 ir 90“, tai ji be galo daug kartų apsisuks apie ašigalį, bet 
vis tiek bus baigtinio ilgio. 

18. Be galo ilgos kreivės, apsivijusios apie vieną tašką be galo daug 
kartų. Tarkime, kad M yra centras apskritimo k, kurio spindulys 
lygus r, o AB — to apskritimo skersmuo. Iš taško B, kaip iš cent- 
ro, nubrėžkime ant tiesės pusę apskritimo k, pakankamai dide- 
lių spinduliu, pavyzdžiui, lygiu 6 r, kaip parodyta 110 paveiksle. 
Pažymėkime raidėmis C D to apskritimo skersmenį, o raide E — 
atkarpos BC vidurį. Ant atkarpos DE, kaip ant skersmens, nu- 
brėžkime iš kitos pusės pusę apskritimo ką; mūsų brėžinyje jo 


spindulys lygus 45 r. Likusioji kreivės 


dalis — tai geometrinė vieta taškų, kurie 

dalija pusiau taške M prasidedančių 

spindulių atkarpas, telpančias tarp ap- 

skritimo k ir kitos artimiausios kreivės. 

Taip apibrėžta kreivė apsiveja apie ap- 

skritimą k be galo daug kartų, be to, 

kiekvienos vijos ilgis visada didesnis už 109 pav. 
27r. Vadinasi, kreivė yra be galo ilga. 


1 Loksodroma — linija sferoje arba kitame sukimosi paviršiuje, kertan 
ti vienodu kampu visus meridianus. — Vert. past. 
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110 pav. 

19. Kreivė, užpildanti visą kvadratą. Padalykime kvadratą 
į keturias lygias dalis tiesėmis, lygiagrečiomis jo kraštinėms, ir 
nubrėžkime jame laužtinę, atvaizduotą 111 paveiksle, a. Dabar 
imkime kitą tokio pat didumo kvadratą, taip pat padalykime 
jį į keturias lygias dalis ir nubrėžkime panašias laužtines kiekvie- 
name kvadrato ketvirtyje; po to sujunkime tas figūras ir pakeis- 
kime jas vėl uždara laužtine, kaip parodyta 111 paveiksle, b. 
Pakartokime šį perėjimą nuo 111 paveikslo, a, figūros prie 111, b, 
figūros kiekviename ketvirtyje, o toliau kartokime tokius perė- 
jimus daugybę kartų. Artėdami prie ribos, gausime uždarą lauž- 
tinę, kuri praeis kiek norint arti pro kiekvieną kvadrato vidaus 
tašką. Vadinasi, gautoji laužtinė užpildys visą kvadratą. 


RAN A 
HATAY 


a b 
111 pav. 
20. Panaši į snaigę kreivė. 112 paveiksle, a, atvaizduotas ly- 
giakraštis trikampis, įbrėžtas į apskritimą. Sakykime, jo perimet- 
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ras lygus 1. Kadangi trikampis įbrėžtas į apskritimą, tai jo plo- 
tas mažesnis už skritulio plotą. Dabar kiekvieną trikampio kraš- 
tine padalykime į tris lygias dalis ir ant kiekvienos vidurinės at- 
karpos nubrėžkime lygiašonį trikampį. Nutrynę tų trikampių 
pagrindus ir palikę šonines kraštines gausime šešiakampę Žvaigž- 


112 pav. 


dẹ (112 pav., b). Žvaigždės perimetras lygus 2 Analogiškai per- 
braižysime kiekvieną šešiakampės žvaigždės kraštinę: padalysi- 
me kiekvieną kraštinę į tris dalis ir vidurinę atkarpą pakeisime 
dviem lygiakraščio trikampio šoninėmis kraštinėmis. Gautos 
aštuoniolikakampės žvaigždės (112 pav., c) perimetras lygus 
(7). Ši žvaigždė, kaip ir anksčiau nubrėžta, yra skritulio viduje, 
todėl jos plotas yra mažesnis už skritulio plotą. Ir vėl analogiš- 
kai perbraižę kiekvieną aštuoniolikakampės žvaigždės kraštinę, 


3 
kartų perbraižę, turėsime (3 V perimetro žvaigždę. Artėdami prie 
ribos, kai n—00, matysime, kad „snaigės“ perimetras artės į 
begalybę, tačiau jos ribojamas plotas bus baigtinis. Vadinasi, 
be galo ilga uždara kreivė gali riboti baigtinį plotą. 


21. Dantyta kreivė „šukos“. Pradėsime nuo šitokios figūros: 
ant stačiakampio, kurio kraštinės a ir b, uždėtas kitas stačiakam- 


e a 4 38 
gausime naują žvaigždę, kurios perimetras bus lygus (5) „An 


pis, kurio kraštinės — 5 ir c. Sakykime, a=8, b=1, c=2. 113, 


paveikslo, a, figūrą pakeiskime 113 paveikslo, b, figūra šiuo būdu: 
viršutinį stačiakampį pusiau padalykime ir ant apatinio stačia- 
kampio nubraižykime abi gautąsias viršutinio stačiakampio 
puses (113 pav., b). Tai pakartoję, gusime 113 paveikslo, c, fi- 
gūrą, po to — 113, d, figūrą ir t. t. Perbraižykime be galo daug 
kartų. Gautoje uždarų figūrų sekoje kiekvienos figūros plotas 
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liks toks pat — ab+ 5 ac. Tačiau tų figūrų perimetrai suda- 
rys didėjančią seką 
2a+2b+2c, 2a+2b+22c, 2a+2b4+ Bc. 


m TT 


113 pav. 


Šios sekos nariai, tolstant nuo pradžios, neribotai didėja. Riboje 
gaunama be galo ilga kreivė, ribojanti pastovų baigtinį plotą! 
ir praeinanti kiek norint arti pro bet kurį stačiakampio a'c 
tašką. 

22. Kreivė „dantratis“. Prie spindulio r pusapskritimio pri- 
junkime spindulio 2r pusapskritimį, nubrėžtą iš to paties centro 
ir besiremiantį į bendrą skersmenį (114 pav., a). Gautąją pradinę 


er 


114 pav. 


figūrą pertvarkykime šitaip: didžiojo ir mažojo apskritimų puses 
pakeiskime dviem didžiojo apskritimo ketvirtadaliais ir dviem 
mažojo apskritimo ketvirtadaliais, kaip parodyta 114 paveiksle, 
b. Pakartokime tai dar kartą, t. y. kiekvieną turimą ketvirtį pa- 


oram we —————-——-—————= 


1 Su šia autoriaus išvada sunku sutikti. — Rus. leid. red. past. 
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keiskime pakaitomis nubrėžtais didžiojo ir mažojo apskritimų 
aštuntadaliais. Šį procesą kartokime neribotai daug kartų. 
Uždaros figūros plotas lieka pastovus: 


970“ 2 


nr?  4rr? Brr? 
S=—— 


Ilgiai kreivių, ribojančių gaunamas figūras, sudaro seką 


lL =rr + 2rr + 2r = 3r + 2r, 
l= 3rr + 2r, 
„= 377 4 2'r, 
kurios bendrasis narys 
I = 3rr + 2'r, 


didėjant 7, neribotai didėja. Ir vėl riboje gaunama to paties plo- 
to figūra, apribota be galo ilga kreive';be to, ši kreivė praeina 
kiek norint arti pro bet kurį tašką, esantį viduje žiedo, kurio plo- 
tas lygus 3mrž. 


V. Eilutės 


1. Achilas ir vėžlys. Achilas ir vėžlys bėgo lenktynių. Achi- 
las pradėjo bėgti, kai vėžlys jau buvo nutolęs 100 m. Įrodysime, 
kad Achilas negalės pavyti vėžlio, netgi bėgdamas 10 kartų grei- 
čiau. Iš tikrųjų, kol Achilas nubėgs 100 m, vėžlys nuropos dar 
10 m. Kai Achilas nubėgs tuos 10 m, vėžlys bus vėl nutolęs 1 m. 
Kai Achilas įveiks šį metrą, varžovas vis tik bus 10 cm priekyje. 
Nubėgs Achilas ir šį atstumą — vėžlys vis tiek bus priekyje. To- 
liau taip samprotaudami, prieisime išvadą, kad atstumas tarp 
varžovų vis mažės, bet niekada nebus lygus nuliui. Achilas iš 
tikrųjų nepajėgs pavyti vėžlio! 

Paaiškinimui pateiksime vieną graikų anekdotą, priskiriamą 
Pitagorui. Pitagoras pasakė vienam savo mokiniui, nesugebėju- 
siam išaiškinti šio paradokso: ,,„Pakelta ranka, artėdama prie 
tikslo, pavyzdžiui, prie nepaklusnaus mokinio žando, pradžioje 
nueina pusę kelio, po to — dar vieną ketvirtadalį kelio, po to — 
dar vieną aštuntadalį kelio ir t. t. Tuo būdu, ranka visą laiką yra 
tam tikru atstumu nuo tikslo; pradžioje — pusiaukelėje, po to — 


per e kelio, po to -5 kelio ir t. t. Ranka negali pasiekti tikslo“. 


1 Su šia autoriaus išvada sunku sutikti. — Rus. leid. red. past. 
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2. Be galo ilga riboto ploto figūra. Prie kvadrato, kurio kraš- 
tinė lygi 1, pridėkime stačiakampį, kurio pagrindas lygus 1 ir 


aukštinė lygi a Toliau pridėkime stačiakampį, kurio pagrindas 


115 pav. 


lygus 1 ir aukštinė lygi z ir t. t. (115 pav.). Tuo būdu sudarysi- 
me laiptuotą figūrą, nutolusią į dešinę iki begalybės. Jos plotas 
lygus 
la as 
+ 9 TI + 8 + e e » — 6. 


Išvada. Be galo ilgos figūros gali būti baigtinio ploto. 


3. Tam tikros eilutės nariai visą laiką didėja, tačiau eilutė 
konverguoja. Iš eilučių teorijos žinoma, kad eilutė 


o 


c c? 
e= l +y t gr tar t S Ši 


konverguoja, kad ir koks būtų c. Iš tikrųjų 


im i a (ilgį Bi c 
n> + n> c" (n+1)! n0 n+l 


0. 


Tačiau panagrinėkime, kaip atrodys ši eilutė, kai c= 1000: 


10003 10003 10004 


1+1000 + ST E, V 


Matome, kad, išskyrus pirmuosius kelis palyginti nedidelius 
narius, tolesni nariai smarkiai didėja. 

Išvada. Šios eilutės nariai taip pat pradeda mažėti, bet tik 
nuo 1002-0jo nario. Vadinasi, nereikia manyti, kad konverguo- 
jančios eilutės nariai būtinai ims mažėti nuo pat eilutės pradžios. 
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Kaip matome šiame pavyzdyje, kartais eilutės nariai pradeda 
mažėti gana negreit. 
4. Kiekvienas skaičius a lygus 0}. Vienaip spręsdami, gauname 
a-a+a-a+—...=(a-a)+(4-0)+...=0, 
kitaip spręsdami, turėsime 
a-a+a-a+—...=a-(a-a)-(a—-a)-...=a. 
Išvada. Begalinėse eilutėse ne visada galima naudotis skliaus- 


tais. . 
5. Begalinės eilutės 


1-1+1-11-... 
suma gali būti lygi 

1 1 l. t.t 

VIS 


— kaip panorėsime! 
Paprastai padaliję, gausime šias eilutes: 


= Satit -8 — -3 TT 
E l=- x+ xL xO... 
| 
TE -1-545- M+ te, 
| 
= E i E ai ia E a ia 


Jei imsime x=], tai dešinėje lygybių pusėje turėsime pradinę 
. syi į 2 l l 1 
eilutę, o kairėse pusėse gausime >, 77: 
išvada. Būtina įvertinti eilutės konvergencijos sritį. 
6. 00=—!/. Begalinę grandininę trupmeną 

l 


| 
l+ +... 


atitinkančią „auksiniu santykiu“ padalytos 1 ilgio atkarpos il- 
gesniąją dalį, galima apskaičiuoti šiuo būdu. Pažymėkime tos 
trupmenos reikšmę raide x; savaime suprantama, tuomet 


į 
li“ 


1 Šį paradoksą randamę knygoje: Bonpųano. IMapajokchi GeckoHeų- 
Horo. Onecca, 1911. 
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Vadinasi, 
x +x-1=0. 


Ieškomoji reikšmė yra tos kvadratinės lygties sprendinys: 
| l = 
X= 527 V5. 


Neigiama šaknis, be abejo, neatitinka sąlygos. Gauname x =0,618. 
Analogiškai galima apskaičiuoti, pavyzdžiui, reiškinį 


V 24 V2+V2+... 
Pažymėję jo reikšmę raide x, gausime 
x=V2+x, 
iš čia 
21+x= AP. 


Išsprendę šią kvadratinę lygtį, rasime ieškomąją reikšmę x. 
Lygiai taip pat reiškinį 


VARE 
galima apskaičiuoti, pasinaudojant lygtimi 


x= Vax; 


gaunamas atsakymas x=4. 
Dabar šį patikimą, dar Jakobo Bernulio naudotą metodą pri- 
taikysime skaičiuoti eilutės 


1+2+4+8+164+... 
narių sumai. Sakykime, ši suma lygi x; tuomet 
x=14+ 2x. 
Išsprendę gautąją lygtį, rasime 
x=-l. 
Tą pačią sumą galime apskaičiuoti dar ir šitaip: 
x=] +2+4x, 3x= —3. 
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Vėl gauname tą patį rezultatą. Ištirkime eilutę! 
1-214-86+16-+... 


Pritaikę analogišką metodą, rasime: 
1-2(1-2+4-8+16-4+1-...), 
x=1 —2x, x=4 ; 
Tą pati rezultatą gausime, skaičiuodami šitaip: 
1-2+4(1-2+4-84+16-+...), 
x=-1+4x, x= = 
arba šitaip: 
1-2+4-8(1-2+4-8+—-...), 
| 
x=3 — 8x, X = 3. 
Be to, skaičiuojant tuo pačiu metodu, 


a-a+a-a+—-...=a-(a-a4+a--+...), 


Išvada. Negalima skaičiuoti reiškinių, kurių egzistavimas 
neįrodytas. 
7. —1<-—1. Iš lygybės 
r l 2x (2x) + (2x) k. 
kai x=1, gauname 
—l=1+2+4+8+16+... (1) 
Kita vertus, dalydami lengvai įsitikinsime, kad reiškinys 


l 
l —x— x? 


1 Šį paradoksą taip pat suformulavo Bolcanas. 
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skleidžiamas eilute 
l 
l—-x-xi 


= | x+ 2x? + 3x t Bx... 


Jei x=1, gauname 

—l1=1]+1+2+3+5+... (2) 
Palyginę (1) ir (2) eilutes, matysime, kad, išskyrus pirmąjį narį, 
kiekvienas (2) eilutės narys yra mažesnis už atitinkamą 
(1) eilutės narį. Vadinasi, (1) lygybės dešinioji dalis didesnė už 
(2) lygybės dešiniąją dalį. Tačiau kairiosios abiejų lygybių dalys 
lygios —1. 

$. Vietoj 0 gausime œ, jeigu dalysime šitaip!: 


(—-10+10:(-1+9)=10+10+204+40+...=0 


—(—10+20) 
— 1() 
—(—10+ 20) 
— 20 
—(—20 +40) 
— 40 


9. Vietoj —1 gausime œ, spręsdami šį reiškinį, kai a>1: 
(-4+1):(-1+a)=a+a*+a34-.... 


+æ -a 


e © a a o ọọ ọ 20) 0 o 4) o © O O o 04) 0) 0) ọọ 0) Ọ 4) OHO 


Išvada. Paplitęs dalijimo būdas, taikomas paprastajai bei 
periodinei dešimtainei trupmenoms skleisti, netaikytinas tais 
atvejais, kai gaunama dalinių dėmenų begalinė seka. 


1 Šį pavyzdį man pateikė viena moksleivė. Netrukus ji atsiuntė savo 
matematikos mokslo disertaciją. 
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10. Bet kuris teigiamas skaičius lygus neigiamai begalybei, 
bet kuris neigiamas skaičius lygus teigiamai begalybei. 
Iš eilutės 
| 
1-a 


=(l—-a) =l +a+@+a@+..., 
kai a=3, gauname 


| 
o iš eilutės 
— Į 
Tzg=—(1-01=-(I+a+0+04-...) 
gauname 


z=-(1+3+3+3+...)=- 0. 


Išvada. Kai eilutės begalinės, reikia atkreipti dėmesį į jų 
konvergavimo sritis. 

11. Kartais, iš pirmo žvilgsnio teisingai skaičiuodami diverguo- 
jančias eilutes, „įrodome“ klaidingus teiginius. Kai kas tvirtina, 
kad 


—]1=44+4.5+4:5+4. 0+... 
ir tai įrodinėja šitaip. 
Pridėję prie abiejų lygybės pusių 1, gausime 
0=54+4-54+4:5 +4- 5+... 


arba 
0=0+5-5+4-521+4-55+..., 
arba 
0=0+0+5-52+4-55+..., 
arba 


0>0+0+0+5-53+... 


o 0) ọ > ù > ọọ o ù ọ 044 0 s- ooo o 


Tesdami šį procesą, mes galime iš kairiosios lygybės dalies nuo- 
sekliai šalinti vieną narį po kito. Riboje dešinėje dalyje visi dė- 
menys tampa lygūs nuliui. Todėl pradinė lygybė yra taip pat 
teisinga. 

12. Skaičiaus 2 natūrinis logaritmas! lygus 0. In 2 išskleidžia- 
mas šia eilute: 


I 1 1) 1 
In 2=] —3+3743757--- 


1 Žr. išnašą 46 psl. 
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Eilutė konverguoja. Atskirai sugrupuosime teigiamus ir neigia- 
mus eilutės narius: 


| ] | l | l 
In 2=(1 + a3tzt ba J-(5+4+ gt Ea .) i 
Pridėję ir atėmę antrųjų skliaustų reikšmę, gausime: 
| l l l Į 
ln 2=(1+5+5+-: etg +tytgt ije 
l 
-2(7+3 įtgt-). 
Pertvarkysime šį reiškinį: 
l l l l | 
In 2=(I+5+5+3+5+5+---)- 
| ] 
-(I tyty t P .)=0. 
13. Skaičiaus In 2 didumas nepakinta, padauginus jį iš 2. Ei- 


lutę 


l E 11 
In 2=1-24 +3- yty 61 


padauginsime iš 2: 


2 T- 2 $2 
2In2=2-1+5-5+5-3+57+--7 


Sujungsime narius su vienodais vardikliais ir gautus skaičius 
išdėstysime vardiklių didėjimo tvarka: 

l Į I l 
ŽinŽ=1->+53-43+5— | 


Iš čia gauname 
2 In 2=ln 2. 


14. In 2=3 In 2. Eilutę 
In 2=1- 5+ 


Saci TE 
padauginsime iš 5 : 
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Sudėję abi eilutes, gausime 


| 1 1 l 


| 
In 2=l+3=3t5 t7 Tta 


Nj 00 


Išdėstę šios eilutės narius jų modulio didėjimo tvarka, turėsime 


3 l 1 l 1 
„ln2=1-5+5-4+5—71--.=In2. 
15. In 2=0. Ištirsime eilutę 
l | | l | 
525 4765 67 
Kadangi 
E No OS 
TE A E —— 


tai pridėjus 1, šių narių suma lygi 0. anga 


l l l /1 
Sa“ jp“ 3(5 tits E „j= 


tai, prie šių narių pridėję e taip pat gausime 0. Panašiai 
galime sumuoti ir kitus narius. Vadinasi, bendra suma lygi nuliui. 
Išvada iš 12—15 pavyzdžių. Begalinėse eilutėse perstatinė- 
ti narių, atitinkamai nepagrindus tokių operacijų, negalima. 
jn 2 eilutė nėra absoliučiai konverguojanti. 
16. Baigtinio skaičiaus kvadratas lygus begalybei. Eilutė 
kam TE O D 
Vi V2 V3 V4 
konverguoja, nes jos nariai yra kintamo ženklo, bendrasis narys 
konverguoja prie nulio. Tarkime, kad šios eilutės suma lygi S. 


Sudarykime tiriamosios eilutės kvadratą. Nekreipdami dėmesio 
į ženklą, naujos eilutės bendrąjį narį gausime šitokį: 


} 
Fewo T 


— + ———— = 
Vlk VyV2k-0 V k-l 


Kadangi geometrinis vidurkis yra mažesnis už aritmetinį, t. y. 


V ab< m i 


+ — 
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tai 


V 1 k<, V 2(k- Dee Ss Ve 


9 |] 
todėl 
l z 2 l 5 2 | S 2 
V Lk k+l? V?(k-1) k+l? 7707? Vk-1 k+l’ 


Taigi kiekviena iš trupmenų, kurių suma sudaro bendrąjį narį, 


yra didesnė už EFT” o visos k trupmenos kartu yra didesnės už 


c t. y. didesnės už 1. Vadinasi, eilutė diverguoja. 


Išvada. Dviejų konverguojančių eilučių sandauga gali būt 
diverguojanti eilutė. 
17. Eilutei . 
l l i 


2tatįt.-- 


tinka lygybė 
lim 2,= 0. 


n—>0 
O vis dėlto eilutė diverguoja. Iš tikrųjų 
l l | l l 


2374 r r 2 
1,1, 1,1. 1,1,1, 1_1 
staetzta?statata "3: 


e o o ọ èo a ọ 8 ọ o o + è ọọ >ù ooo obo 4-3 ė . co 
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turėsime 
Ck > b; 5 


Vadinasi, ši eilutė diverguoja. 
Išvada. Sąlygos lim a,=0 neužtenka, kad eilutė visuomet 


konverguotų. 
18. Turime eilutę 


| l l 
|5+15+15+--- 


Kad ir koks būtų n, teisinga nelygybė 
Anti <An: 
Ir vis dėlto eilutė diverguoja. Be to, eilutė neatitinka sąlygos 


lim a,= 0. 


n—0 


Pirmasis teiginys įrodomas, duotąją eilutę lyginant su diverguo- 
jančia eilute 
l+i+i+... 


Antrasis teiginys įrodomas šiuo būdu: 


lim a,= lim (1 +55)= R 


n—0 n—>0 


Išvada. Iš nelygybės a,,, <a, negalima daryti išvados, kad 
lim a,=0 ir kad eilutė konverguoja. 


n->0 


19. Turime konverguojančią eilutę 


| l ] T3 l 
i0 tto too +: = 0l eg 
Sukeitę vietomis visus gretimus narius, gauname konverguojan- 
čią eilutę 
l Lo "= 
100 + 10 + 10000 + 1000 * 1000000 100000" --> 
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Šioje eilutėje 


a 10 _ 10 
1o ' 
As 10 pa | 
a} 10000 1000! 
a, 10000 
a, 1000 =10; 
As 1000 | 


o +“ è è Oò >Ò ò > è o ooo b p 


a 
Z+] |iš viso neegzistuoja. Dar keisčiau, 


Iš čia matome, kad lim 


n> | 
kad šio reiškinio viršutinė riba lygi 10, o apatinė riba lygi si 


t. y. viršutinė riba didesnė už vienetą, o apatinė — mažesnė už 
vienetą. Dar ryškesnis štai šis paprastas pavyzdys. Turime kon- 
verguojančią eilutę 


Ci tC teat... 
Iš jos sudarykime naują eilutę, kurios suma būtų ta pati: 


c +0+0;:+0+0,+0+ = 


Tuomet antrojoje eilutėje santykis | 224 AAS | svyruos tarp 0 ir oo. 
Išvada. Sąryšis lim | feta | <] yra pakankamas eilutės kon- 


vergavimo kriterijus, tačiau negalima daryti išvados, kad tai 
būtina konvergavimo sąlyga. 
20. Eilutei 


us k T i 
V2-1 V24l V3-1  V34! 

tinka lygybė 
lim a,=lim ( =—— Ta) 


no V. n-l 


Antra vertus, sąlygos a,,,<a, ji netenkina. Eilutė diverguoja, 
nes 


167 


Todėl šią eilutę galima užrašyti šitaip: 
Isžtžtit.--=Ąl+5+5+--), 
o čia skliaustuose turime pažįstamą diverguojančią eilutę. 
Išvada. Iš sąryšio lim 4,=0 negalima daryti išvados, kad 
214, 
21. Kiekviena begalinė eilutė gali būti lygi iš anksto pasirink- 
tai reikšmei c. Turėdami bet kokią eilutę 
A A TA T..., 
galime užrašyti 
a, =c+(a,-0), 
a= —(a,-c)+(4,+0;—0), 
az= — (a, +a3— c) + (a; +a + a3 — c), 
Sudėję šias lygybes panariui, gausime 
a +4:+03,+...=c+(4,—-c)-(4,-C) 
+(a, +a—c)— (a, +a- c) 


Išvada. Liekamasis narys būtinai turi artėti prie nulio 
22. 1=0. Eilutė 
l ] | Į 
o“ eat ai a) 
lygi 1, nes ji identiška eilutei 
| l 1 l ] l l l 
(1-3)+(z-3)+(3-3)+(7-5)+ 122 

kurios pirmasis narys lygus 1, o toliau bet kurių dviejų gretimų 
narių suma lygi nuliui. Taigi 
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Sudėję šias eilutes, gausime 
] l | l 
1+5+;5+ ee =5gta tī t... 


Vadinasi, | =0. 
Išvada. Bendru atveju su diverguojančiomis eilutėmis nega- 
lima atlikinėti aritmetinių operacijų!. 


23. I=3. Imkime eilutę 


L3 "357 57 = 
l 2 2 3 3 4 
=(1—-3)*+(5-5)+(5-3)+----! 
Antra vertus, 
| ] | 
Io ao 5712 


; etg 
l/l L l/l L L/l 1 l 
“3 T-3)*2(5— ~ e =g 


24. Eilutės 


pHi 
dalinė suma 
s=-2+(- 17 ZE. 


Todėl dalinių sumų reikšmių apatinė riba lygi —3, o viršutinė 
lygi —1. Susidaro įspūdis, kad bet kuri šios eilutės dalinė suma 
turėtų būti intervale tarp —3 ir —1. Tačiau 


$>-2-3--34, 
S;= -2+3--3, 
Są = si dis, 
S, = -2+2- mz. 


taigi intervale (—3, — 1) nėra nė vienos dalinės sumos. 


1 Pradžioje, kai buvo kuriama nykstančių dydžių skaičiavimo teorija, 
eilučių konvergavimas ir divergavimas nebuvo išsamiau tyrinėjamas. Vė- 
liau buvo sukurta konverguojančių eilučių teorija. Diverguojančių eilučių 
teorija pradėta vystyti tik pastaruoju metu. 
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25. e= Zye. Norėdami skaičių 


e= lim (1 +) 


n--00 


. o a E AES EEE E lAn y 
išskleisti eilute, pritaikysime reiškiniui (I + =) Niutono binomo 
formulę. Gausime eilutę iš n+l narių: 


ideali iea (IU) 


taa- w 


Ieškodami ribos, kai m—> 00, gausime eilutę 


l l | l 
e=l+i tyty tgt 


Kaip žinome, 


l+2435+...4n=n r : 
Vadinasi, 
| 2 3 H ] | 
tatit o tigh +) (2) 


Sudėję panariui (1) ir (2) eilutes, gausime eilutę 
L+ i allal ->)+5|+ 
+l- 0-5]... (3) 


Imdami (1) reiškinio ribą, kai 2—00, gausime skaičiaus e 
skleistinę eilutę; apskaičiavę (2) reiškinio ribą, kai n— œ, gau- 


sime skaičių 7: (3) reiškinio riba, kai n—>00, vėl bus skai- 
čiaus e skleistinė eilutė. Vadinasi, 


Į 
etg =. 


Išvada. Bendru atveju, kai turime begalinę eilutę, negalime 
ieškoti ribos panariui. 
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26. Ištirsime, kokios turi būti x reikšmės, kad laipsninė 
eilutė 


o A aa e hE la e a 
konverguotų. Savaime aišku, kad 


lim 2-|x|= 00 
n>% 


visoms nelygioms nuliui reikšmėms x =a. Be to, visada teisinga 
lygybė 
lim (n-|x I)? = œ, 
n-—>c0 
t. y. eilutė diverguoja, esant bet kokioms nelygioms nuliui x 
reikšmėms. 
Išvada. Kai kurios laipsninės eilutės diverguoja, esant bet 
kokioms nelygioms nuliui kintamojo reikšmėms. 
27. Makloreno eilutė yra šio pavidalo: 


J(x)=/ (0) + X f'(0 +% f" (04 sat 


Kadangi 
deš _ dte” y 
ori a A 


2 
ë=l+ġjti t.. 


Ši eilutė konverguoja, esant bet kokioms x reikšmėms, vadinasi, 
funkciją e“ išskleidėme begaline eilute. Analogiškai išnagrinė- 
sime funkciją 


f6)=e ”. 

Ši funkcija neapibrėžta, kai x=0; turėdami omenyje, kad 
lim f(x)=0, 
x->0 


laikysime f(0)=0. Taigi 


1 
fO (x)=e * P (x7), 
čia P,(x“!) — tam tikras daugianaris su x-1. Todėl, kai x=0, 
1 
funkcijos f (x) visos išvestinės virsta nuliu. Taigi, funkcijos e 
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Makloreno eilutė konverguoja, nes visi jos nariai lygūs nuliui. 


Vadinasi, 


i 


e" =Q. 
Išvada. Nepakanka įrodyti, kad Makloreno eilutė konver- 


guoja; reikia taip pat įrodyti, kad gautoji eilutė yra tolygi pradi- 
nei funkcijai, arba, kad liekamasis narys artėja prie nulio. 


VI. Diferencialinis skaičiavimas 


1. +1=—!/?7 Funkcija 
y=|x| 
yra tolydinė visoms x reikšmės (čia |x| — skaičiaus x modulis). 
116 paveiksle pateiktas šios funkcijos grafikas. 
Ką galima pasakyti apie jos išvestinę taške x =07? Išvestinė 
iš kairės lygi 1, išvestinė iš dešinės lygi — 1. Vadinasi, taške x =0 
išvestinė f” (x) neegzistuoja. 


Y 
y=lxi 
ši mp 
116 pav. 


Išvada. Funkcijos tolydinumas tam tikrame taške dar ne- 
įrodo, kad tame taške egzistuoja jos išvestinė, 


2; > gt =gt. „Greitis yra lygus kelio ir laiko santykiui“ — taip 


rašoma vadovėliuose ir taip mes mokomės. Laisvai krintantis 
kūnas per laiką + nueina kelią 


l 
— ae 2 
s=5 gt. 


Todėl pagal šią taisyklę jo greitis 
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Tačiau šis reiškinys nėra nei kūno greitis judėjimo pradžioje, 
nes tuo momentu jis lygus nuliui, nei tuo labiau greitis kelio 
pabaigoje (t. y. laiko momentu £), nes tuo metu jis lygus 


Išvada. Reikia skirti vidutinį greitį, lygų nueito kelio ir pra- 
ėjusio laiko santykiui, nuo greičio konkrečiu momentu, kuris 
yra lygus kelio išvestinei laiko atžvilgiu. 

3. Paprastas lygčių sprendimo būdas. Lygtį 


xž— 18x+81 =0 
diferencijuokime x atžvilgiu. Gausime 
2x—18=0, 


o iš šios lygties x=9. 

Patikrinę pamatysime, kad gautasis skaičius iš tikrųjų yra 
pradinės lygties šaknis. Tačiau tai — atsitiktinumas. Bendro 
pavidalo lygčiai 

x*+-ax4+b=0 


šis metodas netinka. Diferencijuodami ją x atžvilgiu, gausime 


2x+a=0, x= - Z. 


Tikrindami pamatysime, kad kairioji dalis lygi 


a? a? a? 
a a aš 
taigi rastasis skaičius nėra lygties šaknis. 

Išvada. Galima diferencijuoti funkcijas kintamųjų atžvilgiu, 
tačiau negalima diferencijuoti lygčių pastovių, nors ir nežinomų, 
dydžių atžvilgiu, 

4. 0+0 (Įrodymas Oilerio metodu). Pagal Neperį 


; h| ; h-1 ; 
In x = lm 4.2 = jim A a lim aie 
h—0 


d 1 
ds h +o RB 40 x 


dx 
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Tarp kitko, Oileris nenaudojo ženklo lim; pavyzdžiui, vietoj 
' = ] o) a o l = v>» . ° . so . ° 
lim z Jis rašė Ž 97 Tuo būdu, čia Oileris diferencijavimą ir 


perėjimą prie ribos sukeitė vietomis. Pritaikykime šį metodą funk- 
cijai A 


Pirma, turėsime 


Kita vertus, 
d ax4b <li a(cx+d)-c(ax+b) _ 
T (cx +d)? — 


x—>0 
E ad—bc ad— bc 
m 2 (x+dy d 


Jei a, b, c ir d pasirinksime tokius, kad būtų ad —bc #0, tai skai- 
čius dešinėje nebus lygus nuliui. 

Išvada. Ne visada galima sukeisti vietomis perėjimą prie 
ribos ir diferencijavimą. 

5. Ištrauka iš vieno laiško autoriui: „Bendros taisyklės turi 
tikti ir konkretiems atvejams. Tai kodėl gi formulė 


lim (a-b) =lim a < lim b 


netinka riboms skaičiuoti konkrečiu atveju, būtent, sandaugos 
išvestinei rasti? Pagal pateiktą formulę turėtų būti 


(uv) 22 u' v’, 
tačiau paprastai įrodinėjama formulė 
(uv) =w vtov u”. 


6. Kas tai yra liestinė? 

a) Tiesė, turinti tik vieną bendrą su kreive tašką. Tačiau bet 
kokios vienareikšmės funkcijos grafikas susikerta viename taške 
su kiekviena tiese, lygiagrečia y ašiai ir einančia per intervalo, 
kuriame funkcija apibrėžta, bet kurį tašką. Vis dėlto bendru at- 
veju šios tiesės nebus liestinės. Antra vertus, tiesės y= +1 ir si- 
nusoidė turi ne vieną, o neaprėžtai daug bendrų taškų, ir vis 
dėlto jos yra šiai kreivei liestinės. 

b) Liestinė — tai tokia tiesė, kuri turi bendrą su kreive tašką, 
be to, visi kreivės taškai to taško aplinkoje yra vienoje tos tiesės 
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pusėje. Tačiau x ašis kerta kreivę y =x ir vis dėlto yra tos krei- 
vės liestinė. Tą patį galime pasakyti apie kreivę y =sin x ir tiesę 
y=xX. 

c) Liestinė — tai kirstinė, einanti per du gretimus kreivės 
taškus (kiti sako: per du sekančius vienas paskui kitą taškus). 
Tačiau tarp dviejų kiek norint artimų tolydinės kreivės taškų 
visados yra neaprėžtai daug kitų tos kreivės taškų. 

Išvada. Formuluojant liestinės bendrąja sąvoką, nepavyksta 
išsiversti be ribos sąvokos. Liestinė tam tikrame taške — tai 
kirstinės ribinė padėtis: kirstinė eina per duotąjį tašką o antra- 
sis susikirtimo su kreive taškas yra kiek norint arti pirmojo. Be 
to, tokia ribinė padėtis turi būti tik viena. 

7. Ar liestinė egzistuoja? Duota kreivė, kurios lygtis: 


2 


y=x“. 


Šios funkcijos išvestinė skaičiuojama pagal žinomą formulę: 


Kai x=0, išvestinė y“ neegzistuoja, arba, kitaip sakant, y“ 
lygi begalybei. Ką gi galime pasakyti apie liestinę? Ji egzistuoja, 
tačiau yra statmena x ašiai. 

Panašų reiškinį pastebėsime, tirdami funkciją 


y= V x. 


DS E 
2Vx 


taške x =0 neegzistuoja, tačiau tame taške egzistuoja statmena x 
ašiai liestinė. 

Išvada. Jei kreivės y=f(x) tam tikrame taške liestinė yra 
statmena x ašiai, tai tame taške išvestinė y' lygi begalybei. Kitaip 
tariant, tame taške ji neegzistuoja. 


S ] į . 
8. Ar egzistuoja liestinė? Funkcijos y S grafikas yra hiperbo- 


Jos išvestinė 


V 


lė, o tos funkcijos išvestinė yra y' = =y . Taške x =0 turėsime y’ = 


= 60, kitaip sakant, tame taške y' neegzistuoja. Ar tai reiškia, 
kaip 7 pavyzdyje, kad liestinė tame taške statmena x ašiai? Šiai 
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kreivei x ašis yra ne liestinė, o asimptotė, ji neturi bendro su krei- 
ve taško baigtiniame atstume. Tiesa, kartais kalbama, nelabai 
paisant tikslumo, kad kreivė ir y ašis susikerta begalybėje. 


Lygiai taip pat tiesė, lygiagreti y ašiai ir nutolusi nuo jos at- 


stumu 5 „yra tangentoidės y=tg x asimptotė. Pastarosios funk- 
> š 3 ] į 5 
cijos išvestinė => virsta begalybe, kai =5 F: 


Išvada. Jei, imant kurią nors x reikšmę, funkcijos y=f (x) 
išvestinė virsta begalybe, tai tame taške kreivė, vaizduojanti 
duotąją funkciją, gali turėti asimptotę. Tuo būdu, 7 pavyzdžio 
išvados negalime apgręžti. 

9. Ar egzistuoja liestinė? Ištirkime funkciją 

md 
f(x)}=x: sins. 
Riba 


. . ] 
lim sin — 
x—>0) X 


; 3 z „ 1 i i 
neegzistuoja (nors funkcija y=sin—- yra tolydinė, kai x+#0); o 
tolydinė funkcija f (x) =x sin — yra apibrėžta taip pat ir taške 
x=0: f(0)=0. 117 paveiksle atvaizduota kreivė y=sin =, o 118 
paveiksle schemiškai parodyta funkcijos y=x sin + eiga arti 
nulinio taško. 

Apie funkcijos y=sin L liestinę nuliniame taške nėra ką nė 
kalbėti. Tačiau ką galime pasakyti apie tolydinės funkcijos 


118 pav. 
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a e ; ET S sa 
y=x sin < liestinę? Šios funkcijos išvestinei rasti taikoma sandau- 
gos išvestinės formulė: 
'=sin l x COS 
y = x x? x“ 


Abu šio skirtumo nariai, kai x =0, tampa neaprėžti!,. Apie lies- 
tinę tame taške negali būti jokios kalbos. 

Išvada. Kai kurios funkcijos tam tikruose taškuose netu- 
ri išvestinių, nors yra tolydinės. Per tuos taškus negalima nu- 
brėžti atitinkamų kreivių liestinių. 

10. Du laisvai pasirinkti skaičiai a ir b yra lygūs. Vienas iš 


besiginčijančiųjų teigia, kad trupmena z lygi O, nes jos skaitiklis 


lygus Ū, kitas, geriau susipažinęs su trupmenomis, — kad z=l, 
nes skaitiklis ir vardiklis yra lygūs, trečiasis, daugiausiai išsimoks- 
linęs, — kad trupmena 2 lygi œ, nes jos vardiklis lygus 0. 

| Sakykime, a-b-=x; pakėlę kvadratu ir padauginę iš x, gau- 
sime šiuos sąryšius: 


x*=až— 2ab+b?, xž=ax —bx. 


Iš čia 
ax—-bx=a*- 2ab + b?, 
a(x+b-a)=b(x1+b-a). 
Todėl 
x+b-a a 
x+b-a b` 


Jei į šiuos sąryšius pažvelgs tie trys besiginčijantieji, tai pirmasis 
padarys išvadą, kad a=0, antrasis — kad a=b, trečiasis — kad 
b=0. Katras teisus? 

Diferencialinio skaičiavimo teorija nurodo, kad tokiais at- 
vejais pirmiausia reikia išdiferencijuoti skaitiklį bei vardiklį ir 
sudaryti naują trupmeną. Tuomet 


Vadinasi, bet kurie skaičiai a ir byra lygūs, taigi x =0. 


1 Jeigu nė viena iš dviejų funkcijų neturi ribos, kai /—0, tai, savaime aiš- 
ku, dar negalime daryti išvados, kad jų skirtumas taip pat neturi ribos. Ta- 
čiau šiuo atveju vienas narys yra aprėžtas, o kitas — neaprėžtas. — Rus. leid. 
red. past. 
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Išvada. Jei a ir b — pastovūs dydžiai, tai x taip pat yra pa- 
stovus dydis, todėl mes neturime dviejų funkcijų santykio. 
11. Visos taisyklingosios trupmenos tarp savęs lygios. 
Sakykime, n<m. Paprastai dalydami, galime patikrinti, kad 
tuomet , 
| -= x” 


is aa. a 


Imkime x=]. Tada kairėje pusėje gauname neapibrėžtą reiš- 
kinį 5 Kad nebūtų neapibrėžtumo, kaip paprastai, išdiferenci- 
juokime skaitiklį ir vardiklį x atžvilgiu ir imkime x=1; gausime 


== | ks E 


m 


Kadangi dešinioji lygybės pusė nepriklauso nuo pasirinktų 
skaičių z ir m, tai visos taisyklingosios trupmenos yra lygios. 

Išvada. Bendru atveju negalima atlikti skaičiavimo opera- 
cijų su diverguojančiomis eilutėmis!. 

12. Apskritime nėra nei ilgiausios, nei trumpiausios stygos. 
Duotas apskritimas, kurio lygtis 

X++ Sr. 
Iš taško x= ~r, y=0 nubrėžkime stygą. Sakykime, antro jos 
galo koordinatės yra x, y. Tada stygos kvadratas 
S= (x +r) +y = x+ 2rx +r + y= ar A rx. 


Išdiferencijavę x atžvilgiu ir išvestinę prilyginę nuliui, gausime 
2r=0. 


Išvada. Ekstremumo taškai gali būti leidžiamos srities riboje. 
13. Ekstrėmumo taškų radimas. Duota funkcija 


f(x) =3x*1+4x3-6x* -12x-8. 
Norėdami rasti ekstremumo taškus, jos išvestinę prilyginame 
nuliui: 
f (x)=12x3+12x27—-12x —12=12 (x+ 1) (x—1)=0: 
Iš čia randame 


X; = — Į, Xo = +1, }ı = —3, Y: = — 19. 


1 Žr. išnašą 169 psl. 
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Be to, 
f(-2)= +8, f(-1)= -3, f(0)= -8, 
fü)= —19, f(2)= +24. 


Iš to galime padaryti šitokias išvadas: kadangi į kairę ir į dešinę 
nuo taško x=1 funkcijos reikšmės yra didesnės už f (1), tai taš- 
kas x = +1 — minimumo taškas; kadangi į kairę ir į dešinę nuo 
taško x=-—1 funkcija yra skirtingų ženklų, be to, jos reikšmė 
kairėje pusėje didesnė už f (— 1), o dešinėje — mažesnė už f (— 1), 
tai taškas x= —1 nėra nei maksimumo, nei minimumo taškas. 

Išvada. Sąlyga f’ (x) =0 yra būtina, bet dar nepakankama 
lokalinio ekstremumo sąlyga. Nagrinėtame pavyzdyje f“ (x) = 
=36x24+24x—12 ir išpildoma sąlyga f” (—1)=0, o ne sąlyga 
f (-1)Z01. 

14. Perlinkio taškų nustatymas. Duota funkcija 


J (x)=x*—4x341+6x2-4x 14. 
Jos išvestinės 
f’ (x) =4x3—12x2+12x—-4=(x-1)3-4; 
f’ (x)=12x?— 24x +12=12(x- 1}. 
Prilyginę f” (x)=0, rasime pagal žinomą taisyklę perlinkio taš- 
ką. Vadinasi, taškas 
X= l, yp=3 


yra perlinkio taškas, ir vienintelis. Tačiau, radę funkcijos reikš- 


mes 
f0)=4, f(1)=3, f(2)=4 


ir pastebėję, kad f" (x) =0, įsitikiname, kad taškas x, yra visai ne 
perlinkio, o ekstremumo (būtent, maksimumo) taškas. 

Išvada. Sąlyga f” (x)=0 yra būtina funkcijos perlinkio 
taške, kurio abscisė x, sąlyga, tačiau ji nėra pakankama. Būtent, 
jeigu f’ (x) =0, tai tas taškas gali būti ir ekstremumo taškas. Na- 
grinėtame pavyzdyje f” (x) =24x—24 ir 


f(+1)=0. 


Bendruoju atveju galime taikyti šitokią taisyklę. Sakykime, 
taškas x, tenkina sąlygas: f'(x4)=0, f" (x9)=0, ..., [OTP (x,)=0, 


1 Be to, ir f“ (—1)#0. — Rus. leid. red. past. 
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f (xa) =y, +0. Tada taškas x, yra maksimumo taškas, jeigu 
y, neigiamas ir n lyginis, minimumo taškas, jeigu y,„ teigiamas ir 
n lyginis, perlinkio taškas, jeigu n nelyginis!. 


Maksimumas ir minimumas 


15. Į spindulio r rutulį reikia įbrėžti tokį kūgį, kad jo pavir- 
šius S būtų didžiausias. Kaip žinome (119 pav.), 


S= np? + nps, 
o= h (2r —h), 
$= 2rh. 


Aukštinę A laikydami kintamuoju x, sudarykime funkciją 


B =f(x)=x (2r— x)+ V 2rx? (2r— x). 


119 pav. 
Ją išdiferencijuokime: 


m E 
a au Ža 
V 4-2 


Išvestinę prilyginę nuliui, gausime lygtį, iš kurios rasime eks- 
tremumo tašką Xm 


2 (x —-?) V 4r? x2, — 2rxš = 4r? Xm — ŠrAx2,. 


10 kai Ipi domos salygos f (x)=y, *0, f” (a)=0, J” G0)=0, s 
fe» (x)=0, f™ (x)= YnŻ#0, tai xo yra perlinkio taškas, jeigu n — nelygi- 


nis, ir nėra perlinkio taškas (žinoma, nėra nė ekstremumo taškas), jeigu n — 
lyginis, — Rus. leid. red. past. 
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Šaknis x„=0 netenkina uždavinio sąlygos, todėl abi lygties pu- 
ses galime padalyti iš x„. Po to abi puses pakėlę kvadratu, gausi- 
me lygtį 


4 (Xm — r)? (4r? — 2r Xm) = (4r? — 3rx,)*. 
Ją pertvarkę, turėsime 
8x2 — 23rXm + 16r? =0. 
Vadinasi, 


TAAA F, XAA GT Xma Z 1,2r. 

Įrašę abi reikšmes, gauname f” (x)<0, taigi abu taškai yra 
funkcijos maksimumo taškai. 

Išvada. Nubraižę funkcijos grafiką, matysime, kad maksi- 
mumas yra tiktai taške x = 1, 2r. Taškas x,„„ yra pašalinė šaknis, 
atsiradusi todėl, kad kėlėme kvadratu lygtį, gautą, pirmąją išves- 
tinę prilyginus nuliui, Vadinasi, jeigu mes, ieškodami ekstremumo 
taško, gauname iracionalinę lygtį, tai turime būti ypač atsargūs. 

16. Kiekvienas taškas, esantis skritulio viduje, yra to skirtu- 
lio centras. Išspręsime šitokį uždavinį: rasime mažiausią ir di- 
džiausią atstumą nuo bet kurio taško, esančio skritulio viduje, 
iki jo apskritimo. Apskritimo lygtis, kai centras sutampa su 
koordinačių pradžia, 


xH =r. 


Sakykime, sudarėme tokią koordinačių sistemą, kad laisvai 
pasirinktas skritulio viduje taškas būtų x ašyje atstumu +e nuo 
skritulio centro. Raide s pažymėkime to taško atstumą nuo ap- 
skritimo bet kurio taško, kurio koordinatės (x, y). Tada 


sž=(x—e)?+ y, 


arba 
sž=(x—0)ž+72- x. 


Kad rastume funkcijos 
s=\/ +r? —2xe 
ekstremumo tašką, diferencijuokime ją x atžvilgiu: 


ds e e 


P e ë eae———_— E EM a 


dx Ve+r?—2xe s` 
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Išvestinę prilyginę nuliui, rasime 
e=0, 
o tai patvirtina pradžioje užrašytą teiginį. 

Išvada. Kai kurios funkcijos, pavyzdžiui, tiesinė funkcija 
y=mx+n (1) 
nurodytame intervale gali neturėti ekstremumo taškų. Tačiau 
tokiais atvejais jos gali pasiekti ekstremines reikšmes intervalo 
ribos taškuose. Pavyzdžiui, tiesinės funkcijos (1) išvestinė y' =m, 

bet tai dar nereiškia, kad m=0. 

17. Moksleivis sprendžia uždavinį: lygiašonio trikampio 
pagrindas yra 12 cm, aukštinė — 3 cm ilgio; reikia rasti aukštinė- 
je arba jos tęsinyje tokius taškus, kurių atstumų nuo trijų trikam- 
pio viršūnių suma būtų mažiausia. 

Moksleivis samprotauja paprastai: jeigu ieškomasis taškas 
yra nutolęs nuo pagrindo į viršų atstumu x, tai ieškomoji funk- 
cija 


y=(3-x)+2V x24+36. (1) 
Jos išvestinė 
2x 
/ = = | ==———— 
4 "Vi 
Prilyginus išvestinę nuliui, gaunama lygtis 
2x 

E A 9 

V x*+36 2) 
kurios šaknys 

+= 22 V 3. 


Tačiau 2|/3>3. Jeigu x teigiamas, tai ieškomasis taškas yra ne 
trikampyje, o virš jo viršūnės. Bet toks taškas negali būti mini- 
mumo taškų (tuo bematant įsitikinsime, artindami tašką prie 
trikampio viršūnės). Neigiama šaknis neatitinka uždavinio są- 
lygos. 
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Išvada. Pirma, reikšmė —2 v3 nėra (2) lygties šaknis. Dar 
kartą ‘primename, kad, sprendžiant iracionalines lygtis, reikia 
atidumo. Atvaizdavę (1) funkciją grafiškai, įsitikiname, kad ji 
visai neturi lokalinio minimumo. Kaip matome 120 paveiksle, 
(1) funkcija įgyja mažiausią reikšmę, kai x =3, t. y. kai taškas 
sutampa su trikampio viršūne. 

18. Spręsime uždavinį Dviejose tarpusavyje statmenose 
tiesėse trečioji tiesė atkerta a cm ir b cm ilgio atkarpas. Tirkime 
stačiakampius, kurių vienas kampas — tai kampas tarp duotų- 
jų statmenų tiesių, o priešinga viršūnė yra trečiojoje tiesėje. 
Kada tokio stačiakampio plotas bus didžiausias ir kada — ma- 
Žiausias? 

Sakykime, stačiakampio kraštinės yra x ir y. Tuomet 

x:a=(b—y):b, 
nežiūrint, kurioje kertančiosios tiesės vietoje būtų judantysis taš- 
kas. 
Taigi 
y=b-2 X: 
Stačiakampio plotas 
S=x-y=bx-2 x, 


Ekstremumo taškams rasti sudarysime lygtį 


d S x=0. 
Iš jos! 
a 
nma 
ir 
ab 
Ds 


Tačiau iš karto matyti, kad tai negali būti stačiakampio plo- 
to Minimali reikšmė. Iš tikrųjų, kai judantysis taškas artėja prie 
kurio nors trečiosios tiesės susikirtimo su statmenomis tiesėmis 
taško, stačiakampio plotas vis mažėja ir mažėja — iki nulio. 
O jeigu judantysis taškas išeina už to susikirtimo taško, tai stačia- 
kampio plotas gali pasidaryti neaprėžtai didelis. Vadinasi, gau- 
toji reikšmė nėra nei minimali, nei maksimali. 

Išvada. Reikia atkreipti dėmesį į atkarpų ženklus, 
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„O 2x+si 
19. Ar lim SU 
x Vrti 


uždavinį įprastu būdu, t. y. diferencijuodami trupmenos skaitik- 
lį ir vardiklį, gauname: 


turi apibrėžtą reikšmę? Spręsdami 


2+cosx 
3+cosx ` 


Šis reiškinys, kai x-—> o0, neartėja prie jokios ribos, nes skaitiklis 
kinta nuo | iki 3, o vardiklis — nuo 2 iki 4, taigi trupmena kin- 


ta nuo 2 iki 2 Kai kas linkęs diferencijuoti trupmeną dar kar- 


tą; tuomet gaunama a A y. 1. 


sin x 
Kita vertus, 
sin x 

, 2 
r 2x +sin x + „2 
X—+00 ðx+sin x x—>0 31 sin x 3 ' 

nes 
; sin X 
| = () 
X> WQ 


Kas teisus? 


VII. Integralinis skaičiavimas 


1. Integravimas — tai veiksmas, atvirkščias diferencijavimui. 
Turint tai omenyje, kartais panaikinami ženklai f ir d, todėl 
gaunama: |dx=x, f dsinx=sin x. Vienas „drąsuolis“ reiški- 
nį f A dar ir suprastino iš x, tačiau gavo klaidingą atsaky- 
mą 1. Panaikinęs ženklus f ir d reiškinyje f x dx, jis gavo x? 
vietoj teisingo atsakymo Ž +C. Komentarai, kaip sakoma, ne- 
reikalingi. 

2. Sinusinės funkcijos grafikas yra x ašis. Žinome, kad sin 0 =0, 
sin 2nz=0 (n — sveikasis skaičius). Sinusoidės dalis tarp taškų 
x=0 bei x=2rn ir x ašis riboja plotą 

Žan 5 
Í sinxdx = =cosx |y =—1+1=0. 
0 
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Tačiau jeigu figūros, kurią riboja kreivė ir x ašis, plotas ly- 
gus nuliui, tai kreivė turi sutapti su x ašimi, 

Išvada. Suintegravus plotai abipus abscisių ašies gaunami 
skirtingų ženklų; kadangi jie vienodi, tai suma lygi nuliui. 


3. tg x= +i. Turime 


| | is 
f sin x: cos xdx = 5 sin? x, 


nes 
dsin? x , 
——— = X. 
== 2 sin x cos 
Analogiškai 
; | 
f sin x cos xdx = — 5 cos? x, 
nes 
dcos? x à 
1 — — 2? cos x sin X. 


Vadinasi, sinžx= —cos?x, arba tgžx=—1, o iš čia išplaukia 
pirmasis teiginys. 
4. sin x= + 1, Turime 


ir 


cosšx _ d(cosx) > _ _ -3o f a; _ 2sinx 

F 2cos“žx(—sinx) = a 
Iš čia 

sin x ] l 
| cos? x dx = 2 tgxX= 5 cos? x 
Iš lygybės 
| 
825 
tg x= cos? x 

gauname 


sin?x= 1, sinx= +1. 
5. coSs x= + 1. Turime 


a l d L -2. . -3 => 2cos x 
d sinx dx (sin x) = — 2 (sin x) VOSA m a 
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nis sin? x 
Vadinasi, 
COS X i | 
mm —-—- S M 2 
| sin? x dx 2 sin? 2 ctg’ X 
Iš lygybės 
Bilu 

CB A dr 

gauname 


cosžx=1, cosx= +1. 


6. sin x= —c05 X if tg i x. Iš lygybių 


Ž arcsin x=- E ' A arctgx= 5. 
=l d — I 
2 =? "T arc ctg x= Tys 
gauname 
f yy Tatesin x= — arc cosx, 


dx 
f 173 Fare tg x= —arc ctg x. 


Be to, iš lygybių z=arc sin x= —arc cos x išplaukia, kad sin z= 
= —cos Z; o iš lygybių z=arc tg x= —arc tg x, — kad tg z= 
= — ctg Z. 

Išvados iš 3—6 pavyzdžių. Jeigu neapibrėžtiniai integralai 
yra lygūs, tai dar negalima daryti išvados, kad lygios bet kurios 
pirminės funkcijos. Negalima nekreipti dėmesio į integravimo 
konstantą. 


7. I =sin* x. Diferencijuokime funkciją y=tg X: 


ž 1, „| Žsinx l , 


} = -a y =- =2 tgx.: -—— = 2yy". 


cos? x cos? x cos? x 


Vadinasi, y” =(y2). Suintegravę gauname y'=yž. Taigi 


] B sin? x 
Žas > — B cos? x 


o tai ir įrodo pirmąjį teiginį. 
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Išvada. Integruojant negalima nekreipti dėmesio į integra- 
vimo konstantą. 

8. Kūno tūris lygus jo dalies tūriui. Lygiašonė hiperbolė x?— 
—y*=] sukama apie x ašį. Gaunamas dvišakis sukimosi hiper- 
boloidas, kurio viršūnės yra x ašyje abipus koordinačių pradžios 
taško 1 atstumu nuo jo. Plokštumos x = +2 nupiauna nuo abiejų 
hiperboloido ertmių tam tikrus kūnus. Skaičiuokime jų tūrį. Abi 
gautosios hiperboloido dalys yra simetriškos, todėl vienodo di- 
dumo. 

Pirmiausia rasime vienos dalies tūrį, apskaičiavę apibrėžtinį 
integralą nuo x=1 iki x=2: 


2 2 | 
V= f dx=x | (x*- I)dx=T (5 ->) iš 
i 


2 2 4 
V.,=T (5 +3)-3 T. 


Dabar rasime tūrį abiejų hiperboloido dalių, kurias nupiauna 
plokštumos x= +2. Tam tikslui skaičiuosime integralą nuo x = 
=-—2 iki x= +2: 

o x? +2 2 2 4 
PE 2 2 i i =T |— —- |= — 

Kaip matome, abiejų hiperboloido dalių tūris yra toks pat, 
kaip ir vienos dalies! 

Išvada. Integruojant reikia turėti omenyje, kad funkcijos 
kvadrato reikšmės gali būti realios, nors pačios funkcijos reikš- 


mės — menamos. 
9. In(-a)=In a; todėl, pavyzdžiui, In (— 1) =0. 


Reiškinyje 
dx 
f ==Inx+c 


vietoj x imkime —x. Integruojamame reiškinyje minuso ženklai 
vienas kitą panaikina, ir gauname 


f in (-x)+<. 


Tą ir reikėjo įrodyti. 
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Išvada. Reikia atkreipti dėmesį į tai, ar funkcija apibrėžta. 

10. Sukinio tūris yra baigtinis, o jo ašinis piūvis — neaprėž- 
tai didelis. | 

Kadangi 


ba X 
f Z-ns, tai lim f as, 
y x —0 y X 


Todėl plotas, kurį riboja hiperbolė y-Ž ir x ašis nuo x=l iki 
begalybės, yra neaprėžtai didelis. 


Dabar tą figūrą sukime apie x ašį. Gausime sukinį, kurio 
tūris 


limz (1 -;)=T. 


XxX—>00 x>% 


x 
V =lm 1 f z = 
l 

Kaip matome, tūris yra baigtinis. 

Išvada. Pasikliaudami „vaizdumu“ ir „sveiku protu“, su- 
klystame. 

11. Kaip rašo kai kurios fizikos knygos, „darbas yra lygus 
jėgos ir kelio sandaugai“. Tokiais atvejais turima omenyje, kad 
abu vektoriai yra tos pačios krypties. Darbas, kurį reikia atlikti, 
perkeliant masės m kūną iš taško, esančio baigtiniame atstume r, 
į begalybę, apibūdina traukos lauko potencialą P tame taške. 

Kelias čia yra begalinis, jėga — baigtinio didumo, taigi po- 
tencialas visada turi būti neaprėžtai didelis; tuo tarpu 


( x— traukos konstanta). 


Iš tikrųjų darbas A, kurį atlieka jėga k (s) kelio atkarpoje 
nuo s, iki s,, kai kelio ir jėgos kryptys sutampa, lygus 


A= [kodas 


si 


Kai veikia traukos jėga, 
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ki)= 7, A= i T drman f $ Ta xm (—— —). 


Iš čia, kai 7,— 00, gauname potencialo išraišką 


xm 
pan 
Išvada. Pradžioje duotame darbo apibrėžime nors nepasa- 
kyta, bet turima omenyje, kad jėga visame kelyje lieka vienodo 
didumo. Tokiu atveju 


A= | kds=k f ds =k (Sa— s1) = ks. 
Tiek sprendžiant uždavinius apie greiti, tiek ir skaičiuojant 
darbą, negalima pamiršti, kad kai kurie dydžiai (greitis, jėga) 
gali būti kintami. 
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